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PREFAZIONE 



Nella necessità di una nuova edizione di quest' opera , o 
avuto cura- di rendere questo trattalo sempre più degno del 
favore con che à stato accolto . Essendomi occupalo , in que- 
sti ultimi cinque anni , ad insegnare la Geometria Analitica , 
ò potuto sperimentare su quali punti sogliono i giovani incon- 
trare delle difficoltà. Cons^enlemente una gran parte di que- 
st' opera e stata rifalla ; introducendo nei primi capitoli nu- 
merose applicazioni numeriche , quello stesse che ò dato ai 
miei discepoli, ò procuralo altresì di separare con maggior 
cura di quello che si era fatto nelle edizioni precedenti le 
parti elementari dell’ opera da quelle destinate ai giovani più 
inoltrati nella scienza. I capitoli 1.“2.® 5.® 6.® 10.° 11.“ 12.® 
contengono tutte le parli essenziali costituenti la Geometria Ana- 
litica. Oltre gli esercizii inseriti in questi capitoli si troverà una 
estesa collezione di esempii analoghi nei capitoli 3.° 7.° 13.° 
Gli altri capitoli trattano de' metodi Algebrici e Geometrici che 
sono stati introdotti negli ultimi anni , e dei quali nessun trat- 
talo elementare facea menzione nell’ epoca che venne pubbli- 
cato la prima volta questo trattato. In questa edizione ò fatto 
molte aggiunzioni negli anzidetti capitoli. 

Nei cambiamenti fatti a questo trattato mi sono giovalo 
dei trallali di Geometria Analitica , che si sono pubblicati dopo 
la prima edizione , e tra questi sento il dovere di fare spe- 
ciale menzione degli esempii di Geometria Analitica dei signori 
Gaskin c Walton e del trattato di sezioni coniche di Pucklc. 

Dublino Giugno ISÌio. 
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GEOMETRIA ANALITICA. 



Articolo. 1. 1 teoremi geometrici possono esser divisi in due 
classi : alcuni sono relativi alla grandezza delle linee , altri alla 
posizione ; p. e. il quadralo dell' ipotenusa è uguale alla somma 
dei quadrali dei cateti , è un teorema concernente la grandezza ; 
le tre altezze d’ un triangolo s' incontrano in un punto , è un teo- 
rema concernente la posizione. 

I teoremi della 1 .* classe possono facilmente tradursi algebrica- 
mente. Nell' esempio già dato, se le lunghezze dei lati di un 
triangolo rettangolo sono a , 6 , c il teorema verrà espresso dall' equa- 
zione a*=à*-t-c*. Il lettore è già probabilmente familiarizzato con 
questa applicazione dell' Algebra alla Geometria , poiché tutte le 
proposizioni del 2.” libro di Euclide si riferiscono unicamente alla 
grandezza delle linee , c la dimostrazione di esse riesce molto semplice 
coir uso dei simboli Algebrici. Ma egli non è cosi facile a vedere 
per quai mezzi si possono algebricamente esprimere i teoremi relativi 
alla posizione delle linee. Quindi benché l' Algebra sia stata imme- 
diatamente dopo la sua introduzione in Europa applicata alla solu- 
zione della 1.* classe di quistioni ; pure il suo uso non fu esteso 
alla 2.* classe di quistioni che nel 1637 quando Cartesio colla pub- 
blicazione della sua Geometria pose le fondamenta della dottrina 
che passeremo ad esporre. 

2. Ecco il metodo di determinare la posizione di un punto 
sopra un piano proposto da Cartesio , e generalmente in seguito 
adottato dai geometri posteriori. 

Supponiamo data la posizione di due rette fìsse {fig. 4) xx', yy', 
che s' intersecano nel punto 0. Se per un punto P si tirano PM, PN 
parallele ad yy' ed xx', é chiaro , che se si conoscesse la posizione 

Geom.Anal. 1 


Digitìzed by Google 


( 2 ) 

del punto P si conose^^bero ancora le kiaghcize delle parallele PM, 
PN; e viceversa , se si conoscessero le lunghezze di PM, PN si cono- 
scerebbe ancora la posizione del punto P. 

Suppongasi p. e. PN=a, PM=6, basterà misurare OM=a , 
ed ON=à e tirare le parallele PM, PN le quali s'incontreranno 
nel punto richiesto. 

Ordinariamente si usa di dinotare PM parallela ad Oy colla 
lettera y e PN parallela ad Ox colla lettera x, ed il punto P si 
dice completamente determinato dalle equazioni x=a , y=b. 

3. Le parallele PM, PN chiamansi le coordinale del punto P, 
quella parallela ad yy' si dice V ordinata del punto P , e quella 
parallela od xx' F ateissa : le linee Gsse xx', yy' si chiamano gli cu«i 
delle coordinate : ed il punto 0 nel quale s' intersecano si dice 
F origine. Gli assi sono rettangolari o obbliqui secondocchè F angolo 
che essi fanno è retto o obbliquo : si è potuto osservare che le coor- 
dinate del punto M della flgura precedente sono x=a, y==0 ; qudiu 
del punto N sono x=0, y=b ; e quelle dell’ origine 2=70, y=0. 

4 . Aflìnchè F equazioni x=a, y~b possano determinare la 
posiiione di un sol punto è necessario aver riguardo non solo alla 
grandezza , ma ancora ai segni delle coordinate. 

Se non si avesse riguarda ai segni delie coordinate si potrebbe mi- 
surare (fìg. i) OM=a ed ON=6 dall’ una e dall’altra parte deli’ ori- 
gine, e ciascuno dei quattro punti P , P, , P. , P, soddirferd>be al- 
Fequazioni x=a, y=6. Egli è possibile intanto di distinguere alge- 
bricamente le linee OM ed OM' ( che sono uguali in grandezza , ma 
opposte in direzione) col dar loro segni diversi. Conveniamo adunque, 
che se le linee misurate in una direzione sono considerate come 
positive, le linee misurate in una direzioiw opposta debbono essere 
considerate come negative. È arbitrario in qual lUreziooe si misu- 
rano le linee positive ; ordistariameute si considera OM ( misurata 
a dritta ) ed ON ( misurata verso la parte superiore ) come positive; 
ed OM' ON' (misurate in direzioni opposte) come negative. 

Introducendo queste convenzioni i quattro punti P, P, , P, , P, 
possono facilmente distinguersi. Le loro coordinate sono rispetti- 
vamente 

I JB=— a 1 jt=4-0| a?= — ai 
yst-k^ ) y=s-t-à I y = — b I y= — 6' 
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Queste dislioiioni di segui non possono presentare alcuna 
diiOcoUà al lettore , il quale si suppone essersi già familiariuato 
coi principii della trigonometrìa 

Risulta da quanto è stato detto che i punti 
aj=-»-o, y=+b 
jc=— , y~ — b 

giacciono sopra una linea retta che passa per l' origine ; che essi 
sono equidistanti dall' orìgine, ed in parti opposte rispetto a questa. 

iV. B. I punti le cui coordinate sono x=a , y=b ; x^x*, y=y' 
si dinotano generalmente dicendo il punto ab, il punto x'y'. 

5. Dole le coordinate di due piuili x'y', x"y" , trovare V espres- 
sione della loro distanza , supponendo gU ossi rettangolari. 

Dalla 47.* del 1." lìb. di Euclide si ha (fig.5) 

^*=PSVSQ 

ma 

PS=PM— QM'=y'— y" 

QS=OM— OM'=a:'— x" 

quindi 

J*=PQ=(x'— (y'— p")’. 

Per esprimere la distanza di un punto dall' orìgine porremo 
x"=Xi , y"=0 nell’ espressione precedente , e sarà 

S*=x'*-hy" 

6. In seguito avremo raramente I' occasione di far uso di 
coordinate obblique ; perciocché le formole sono in generale molto 
più semplici nel caso degli assi rettangolari : siccome intanto le 
coordinate obblique sogliono essere impiegate alcune volte con van- 
taggio , noi daremo le formole principali nella loro forma generale. 

Supponiamo che neila figura precedente sia obbliquo l' an- 
golo YOX , ed uguale ad u ; avremo 

PSQ=180»— 

P^P3-hQ^2PS. QScosPSQ 

ovvero 

PQ=(p'— j:")cos*.. 

Per avere similmente il quadrato della distanza di un punto x'y' 
dall' origine porremo x"=0 , j/"=0 , e sarà 
«'* =x'*-i-v'*-H 2a:Vcoi*». 
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Applicnndo queste forinole bisogna aver riguardo a’ segni delle 
roordinntc. Se il punto Q p. e. trovasi nell' angolo XOY', il segno di y" 
sarebbe cambiato . c la linea PS diviene la somma e non la diffe- 
renza di {/' ed y". 

Eiemp. /. Trovare le lunghezze dei lati di un triangolo le coordinate 
(lei vertici essendo x'=2, y— 3; ar"=4, y"= — 5; x"'=—3, y"'== — 6: 
supponendo gli assi rettangolari 

Hiip. 1/68, 1/8Ó, l/ide. 

E$tmp. 2. Trovare le lunghezze de’ lati di un triangolo i cui vertici 
ànno le stesse coordinate dell’ esempio precedente , e l’ angolo degli assi 
ò di 60*. 

Risp. l/sT, 1/8t 7 l/ÌM. 

7. Date le coordinate di due punti (xy,x"y") trovare le coor- 
dinate del punto che divide la retta che li congiunge nel rapporto 
di m od II. 

Siano X , y le coordinate del punto R {fig. i) incognito, sarà 
m:n=PR:RQ=MS:SN 

0 

m:n=x' — Xix — x" 

e perciò 

mx — mx''=nx' — nx 

quindi 

ntx''-^-nx' 

X— 

fn-H» 

Nello stesso modo si ottiene 

* m-h» 

So la retta dere essere esternamente divisa nel dato rapporto 

sarà 

m:n=x—x' ix — af 

e quindi 

mx" — Ila;' my" — ny' 

x= , y=— 

m—n ” m — n 

Possiamo facilmente distinguere il primo dal secondo caso ; 
se conveniamo che il dividere la linea nel rapporto di m : n corri- 
sponde al caso in cui il punto R è interno ; c che il dividerla nel 
rapporto di m : — n corrisponde al caso del punto R esterno : poiché 
le formolo relative al secondo caso si ottengono da quelle del primo 
cambiando il segno o di m o di n. 
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* Esempi 1. Trovare le coordinate del punto medio della retta che 
cougiunge i punti xV x"y". 


Risp. ac=— 2 — 


y=- 


y+i/" 


\» Esemp. 2, Trovare le coordinate dei punti medi! dei lati del tri- 
angolo , i cui vertici ànno per coordinate (2,3), (4, — 5), ( — 3, — 6). 
RUp. (3,-1), (i,— V), (-^-i). 

Esemp. 3. Supposto che la retta che congiunge i punti (2,3), (1,-5) 
è trisecata: trovare le coordinate del punto più prossimo al primo. 
Risp. av=;, y=f. 


' Esemp, 4. Siano [x'y') ; {x"y") ; [x"'y"') le coordinate dei vertici 
di un triangolo; trovare le coordinate di un punto di trisezione (il più 
lontano dal vertice ) della linea che congiunge no vertice col punto 
medio del lato opposto. 


Risp, ar=- 


^+y"+y"' 

3 ’ 3 


Esemp. S. Trovare le coordinate del punto d' incontro delle tre con- 
giungenti i vertici di un triangolo con i punti medii dei lati opposti , che 
si dicono le mediane del triangolo ; supposto che le coordinato dei vertici 
siano quelle dell’esempio 2. 

Risp. as=l, y= — J. 

Esemp. 6. Un lato del triangolo è diviso nel rapporto m:n, e la 
retta che congiunge il punto di sezione coll'opposto vertice è divisa nella 
ragione di m-f-n '• I ; trovare le coordinate di questo punto. 


Risp. 


l-Hn-+-n 


y+my+ny" 


8. Trasformazione delle coordinate. Date le coordinate di un 
punto riferito a due assi , si à spesse fiate bisogno delle coordi- 
nate dello stesso punto riferito a due nuovi assi. 

Questo passaggio si chiama la trasformazione delle coordinate. 

Noi considereremo tre casi separatamente : 1.® supporremo 
che r origine cambia , e che i nuovi assi siano paralleli a’ primitivi; 
2.® supporremo che la direzione degli assi cambia , o che l' origine 
rimanga la stessa : 3.® esamineremo il caso in cui cambia l' origine 
e la direzione degli assi. 

1.® Supponiamo i nuovi assi paralleli a' primitivi. 

Siano Ifig. 5) Ox,Oy gli assi primitivi; (XX , O'Y i nuovi. 
Siano x',y le coordinate della nuova origine riferita agli assi pri- 
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tnilivi , cioè O'Scsj;', OR=j'. Le coordinate primitive siauo x, y ; 
le nuove X, V ; avremo 

OM=OR+RM, e PM=PN-t-NM ; 

ovvero 

x=at-h \ , e sf=if'-+-Y. 

É chiaro che queste relazioni sono vere qualunque sia l’an- 
golo degli assi. 

9. 2.* Supponiamo che la direzione degli assi sia cambiata , 
e r origine sia la stessa. 

Supporremo primieramente che i due sistemi sono rettangoiari 
e dinoteremo con ® l' angolo xO\=yOY {fig. 6) ; sarà 
PM=PS-l-NR , OM=OR— SN ; 
e poiché r angolo 

SPN=xOX=9 

viene 

PS=PNcos9 , NR=CKSsen9, OR=ONcos9 , SN=PNsen9 ; 
e perciò 

jf=Ycos9-t-Xseii9 , a:=Xcos9 — ^Ysen9 
Supponiamo in secondo luogo il caso generale che gli angoli 
che fanno gli assi siano qualunque. 

Nella figura si conducano le PS , PN parallele ad Oy , OY ; 
ed NS ad Ox. Quindi »i ha come prima 
PM=PS-+-NR. 

Non sarà però PS^PNcosSPN, poiché PSN non è un angolo 
retto; ma 

PS : PN=ssenPNS(=9eaYOx) :«enPSN(=8ffl»yOx) ; 

quindi 

^ PNsenYOa; _ 

senyOx ’ 
e 

NR : ON =senxOX : 8enNfiO(=senjK)a;) 

onde 

„„ ONsenaKDX 

quindi I . 

jpcnJ)Oy=Y8enxOY -t-XsenxOX . 

Per simmetria si avrà pure 

xsenpOxe=XsenpOX -h YsensK)Y . 


% 
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Nell' uso di queste fomole è Dccessario porre atletuione ai 
segni «'he competono agli angoli. 

Il segno 4- deve essere usato quando gli angoli xOy , aK)Y, .tOX 
sono misurati dalla medesima parte di Ox ; ed yOx , yOU . , yOY 
sono misurati dalla stessa parte di Oy. 

Nel caso rappresentato nella flgura l’ angolo yOY giace dalla 
parte opposta di Oy relativamente agli angoli yOx ed yOX , e la 
formola diviene 

xsenyOx=XscnyOX — YsenyOY. 

Egli è sjgmso utile lo scrivere queste forraoie come segue : 
posto r angolo che fanno gli antichi assi yOx— » : l’ angolo che 
il nuovo asse delle X fa col primitivo XOx=;:a ; l'angolo YOx=j3 : le 
forinole si cambiano nelle altre 

ysen»)=Xsen«-t-YsenP 
asen»>=Xsen (»>— «)-t- Y sen(<u — p) . 

10. 3.° Da ultimo combinando le trasformazioni dei due casi 
precedenti possiamo trovare le coordinate di un punto riferito a 
due nuovi assi, qualunque posizione essi abbiano. Si determineranno 
prima come nell' art. 8 le coordinate riferite a due assi menati per 
la nuova origine paralleli ai primitivi , e quindi ( coll’ cu t. 9 ) lo 
coordinate riferite ai nuovi assi. 

L’ espressioni generali adunque si ottengono coll’ aggiungere x' 
ed y' ai valori di x ed y ottenuti nel 2.* caso generale. 

' • Esemp, 1. Le coordinate di nn punto soddisfano alla relazione 
x*-f-y* — 4x — 6y=18 , qual cangiamento subisce se l’ origine si trasporta 
nel punto (2,3) 

jfisp. x*+y*=3i. 

Etetnp. 2. Lo coordinate di un punto riferito ad nn sistema di assi 
rettangolari soddisfano alla relazione y* — ^x’=6 : qual cambiamento questa 
subisce se si riferisce agli assi che bisecano gli angoli che fanno gli 
assi primitivi. 

‘ mtp. XY=3. 

Ettmp. 5^ Trasformare l’equazione 2x*— 5a»jH-^*=4 riferita ad 
assi che fanno Jtra loro un angofo di 60° , riferendola a due altri assi 
che bisecano gli angoli che fanno gli assi primitivi. 

HUp. X«— 27Y*+I2=0. 
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Ettmp. i. Trasformare la stessa equazione ad assi rettangolari , 
ritenendo l’antico asse delle x. 

RUp. 3X*+10Y*— 7XYl/3=6. 

Enemp. S. Egli è evidente che comnnque si passa da un sistema 
di assi rettangolari ad un altro si à la relazione a:»-+-y*=X*-f-Y* ; poiché 
ambedue le espressioni dinotano il quadrato della distanza di un punto 
dall' origine. Verificare ciò coll’ elevare a quadrato e sommare l’ espressioni 
dei quadrati di X ed Y dell’ art. 9. 

Etemp. 6, Verificare in sirail guisa questa equazione 
a:*-l-y’+2aT/cosaK)jF=X*4-Y*+2XYcosXOY. 

11. if grado di vn’ equazione Ira le coordinale non è one- 
ralo dalla trasformazione delle coordinate. 

La trasformazione non può aumentare il grado di un’equa- 
zione ; poiché se i termini di piu alto grado della data equazione 
sono X”, V"* cc. questi nell' equazione trasformata saranno 
[a?'senw-+-a;sen(<u— «)-t-ysen(u — 13)]“, (j/'sen«-t-xsen«-t-j/sen^}"' ec. 
che evidentemente non contengono potenze di a; ed y superiori 
al grado m.™”. ^’emmeno può la trasformazione abbassare il grado 
di un equazione ; poiché se si trasforma di nuovo l’ equazione tras- 
formata relativamente agli assi primitivi , bisogna ricadere sull’ equa- 
zione originale ; e se la prima trasformazione avesse diminuito il 
grado dell' equazione , la seconda avrebbe dovuto aumentarlo , il 
che si é dimostrato impossibile. 

12. Coordinate polari. Oltre il metodo che abbiamo esposto 
per esprimere la posizione di un punto , ve n’ è ancora un altro 
che é spesso adoperato. 

Se é dato un punto fisso 0 (fig. 7) , e la retta fissa OB , é evi- 
dente che conosceremmo la posizione di un punto P , se conoscessimo 
la lunghezza OP , c l’ angolo POB. La retta OP chiamasi raggio 
vettore ; il punto fisso il polo ; e questo metodo si chiama il metodo 
delle coordinale polari. 

È facile trovare l' espressione dello coordinate polari di un 
punto xy , e viceversa , nei seguenti casi. 

1 Se la linea fissa coincide coll’ asse delle x (fig. 8 ) ; allora 
si avrà OP : PM=senPMO : senPOM ; 

e dinotando OP con p , POM con e ed YOX con ® ; si avrà 
PM o y=??^ ; e similmente OM=J?— . 

OAriAt aor>a.« 
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Pel caso ordinario degli assi ortogonali’, mstOO*. si ha sem- 
plicemente 

r=pco%6 ed j/=psen9. 

2.° Se la linea fìssa OB {fig. 9) , non coincide coll' asse delle x, 
ma fa con questo un angolo « , allora POB=9 e POM=fl — « , e 
basterà sostituire fl— « in luogo di 9 nella precedente forraola^^ 

Pel caso delle coordinate rettangolari si ha 
a:=pcos(9 — a) ed y=psen(9 — a]. 

Etemp. 4. Cambiare le coordinate rettagolari in quelle polari nelle 
seguenti equazioni 

Ritp. f=omcos9 

X* — y’-=-a* » p»cos29=a* . 

Esemp. 2. Cambiare le coordinate polari in rettangolari nelle 
seguenti equazioni. 

^•sen2#=2o* HUp. xy=a* 

p* = o“cos2* » (a:*-|-y*)*=(i*(«*— y*) 

l_ I 

p»cos J0=a* n js*+y*=(2a — 

« 1 

p«=a»cosjO » (2a:*-H2y*— ax)*=o*(a:*-f-y*). 

13. Esprimere la distanza di due punti in coordinate polari. 

Siano P e Q ijig. 40) i due punti 

OP=p' POB=8' 

OQ=p" QOB=9" 

sarà 

PQ=OP-t-OQ — 20P<OQ-cosPOQ e quindi 
2pV'cos;9"— 8') . 

/ CAPITOLO II. 

LA LINEA RETTA. 

14. Abbiamo veduto nel precedente capitolo , come si pu<S 
determinare la posizione di un punto per mezzo di due equazioni 
tra le sue coordinate della forma x=a , y=b. È chiaro che pos- 
siamo ugualmente determinare la posizione di un punto , per mezzo 
di due equazioni di 1.” grado tra le sue coordinale, come le seguenti 

A.r-t-By-t-C“0 , A^x-t-By-t-C^^O. 

Gfom.Anal. 2 
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liirnlti considerantlo x ed y roinc due ignote, e risolvendo 
queste due equazioni per rispetto alle incognite si avranno due altre 
«(Illazioni della forma 

T=a , y=zb. 

Etenip. Qual punto vien dinotato dalle equazioni 
3a:-t-5i/=13 , \x — y==2 
Risp. x=l, y=2. 

15. Due equazioni di grado superiore tra le coordinate rappre- 
sentano non uno , ma un determinato numero di punti. Poiché 
eliminando la y ira le equazioni , si ottiene un’ equazione contenente 
soltanto la x. Or siano le sue radici a„ a„ etc. se si sosti- 
tuisce uno qualunque di questi valori (aj per x nelle equazioni 
primitive, si otterranno due equazioni in y, che avranno una ra- 
dice comune ( poiché il risultato dell’ eliminazione tra l’ equazioni 
è annullato dalla supposizione x-=«,). La radice comune sia y=^,. 
Il punto le di cui coordinate sono x=a^ , y=j3, , soddisferà simul- 
taneamente ambedue l’ equazioni date ; nello stesso modo si vedrà 
che le equazioni sono verifìcate dai punti le di cui coordinate 
sono x=ct^ , y=/5, etc. 

Se le date due equazioni sono l’ una di grado m e l' altra di 
grado n , l’ equazione in a; ( per la teoria dell’ eliminazione ) sarà 
dell’ mn"*® grado , e quindi avrà mn radici «, , «, eie. , e le due 
equazioni rappresenteranno mn punti. 

Etemp. /. Quali patiti sono rappresentati dalle due equazioni 
«*-)-y*=5 , asy=2. 

Eliminando y tra l’ equazioni si avrà x* — 5a;*-|-l=0. Le radici di 
questa equazione sono quelle delle due altre x‘=l, x*=i, e quindi 
i 4 valori di x saranno 

»=1, x= — 1, x=-\-% x= — 2. 

Sostituendo ognuno di questi nella seconda equazione, si otterranno 
i corrispondenti valori di y. 

y=+2, y=— 2, y=-Hl, y=— 1. 

Le due equazioni date rappresentano dunque i 4 punti 
(+1,-^2), (-1,-2), (4-2,-M), (-2.-1). 

E$tmp, 2. Quali punti son dinotati dalle equazioni 

X — y=l, a:*-l-y*=25 Rùp. (4,3), ( — 3, — 4). 

Eump. 5. Quali punti sono dinotati dalle equazioni 
X**— 5ar-i-y-|-3=0, , — 5ar — 3y-|-6=0 

Rùp (1,1), (2,3), (3,3), (4,1). 
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16. Abbiamo veduto che , due equazioui tra le coordinale 
rappresentano geometricamente uno o più punti , passiamo ora 
alla ricerca del signittcato geometrico di una sola equazione tra le 
coordinate. Questo caso è relativo alla soluzione di una classe di pro- 
blemi geometrici, co' quali il lettore è familiare. Possiamo determi- 
nare un triangolo , quando è data la base ed altre due condizioni , 
ma quando è data soltanto una condizione , il vertice, quantunque 
non possa esser determinato nella sua posizione , pure è limitato 
in un certo luogo. Nello stesso modo noi troveremo che quantunque 
un’equazione tra le coordinate non è sulTiriente a determinare un 
punto , è nondimeno suflìciente a limitarlo in un certo luogo. In- 
fatti l’equazione esprime, che sussiste una certa relazione tra le coor- 
dinate di ogni punto rappresentato da questa. Ora quantunque questa 
relazione non sussista in generale per ogni punto preso ad arbitrio; 
pure vi sono piu punti pei quali questa relazione è vera ; l' as- 
sieme di questi punti forma un luogo di punti le cui coordinate 
soddisfano I’ equazione , e questo luogo ò considerato come la rap- 
presentazione geometrica della data equazione. 

Che una sola equazione tra le coordinate esprima un luogo 
possiamo provarlo mediante un semplicissimo esempio. Rammentia- 
moci la costruzione colla quale si determina la posizione di un punto 
per mezzo dell’equazioni x=a,y=b. Prendiamo OM=a {pg. U)\ 
meniamo MK parallela ad OY ; e quindi preso MP=6 diremo es- 
sere P il punto richiesto . Dando ad t/un valoredifferenle j;=a,t/=:6', 
procederemo come prima , e troveremo un punto R situato pure 
nella linea MK , ma ad una distanza differente da M. Infine , s«^ 
il valore di y è indeterminato, e sia data soltanto l’equazione x=a, 
conosceremo che il punto è situato sopra la linea MK , ma la sua 
posizione sopra questa linea non sarà determinata. Quindi la li- 
nea MK è il luogo di tutti i punti rappresentati dall' CHiuozione x=ci, 
poiché, qualunque punto si prenda sopra questa linea MK, la x di 
questo punto è sempre uguale ad a. 

17. In generale , se è data im’ equazione di un grado qualunque 
tra le coordinate, assumendo per x un qualunque valore x=a (fig.^2] 
r e«|uazionc risultante determinerà un numero finito di valori per y 
corrispoudenti al valore particolare di x , e quindi l’ equazione 
sarà soddisfatta da ciascuno dei punti (Pi r cc. ) di cui lax è 
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il valore assunto, e la y è quella data dall' equazione. Di nuovo pren- 
dendo per X un altro valore (x=a ) , troveremo nello stesso modo 
un' altra serie di punti p' , q' , r le cui coordinate soddisfano l' equa- 
zione. Succederà lo stesso , se assumiamo x=a", x—a'" ec. Ora 
se X prende successivamente tutti i valori possibili , l' assieme dei 
punti cosi trovati formerà un luogo , ciascun punto del quale soddisfa 
le condizioni dell’ equazione , c perciò , ne è la rappresentaziotie 
geometrica. Noi vediamo quindi che ogni equazione data tra le 
coordinate rappresenta un luogo. É sopra queste considerazioni pog- 
giata l'intera Scienza della Geometria Analitica. 

18. Appartiene alla Geometria Analitica investigare la natura 
dei differenti luoghi rappresentati dalle differenti equazioni. Quindi, 
una volta conosciuto il luogo rappresentato da una data equazione 
(Aa:-t-Cj/-(-C=0) , se troviamo che questa relazione sussiste tra le 
coordinate di un punto , siamo sicuri che questo punto giace nel 
luogo cosi determinato ; e viceversa , se prendiomo un punto in 
questo luogo , sappiamo che questa relazione esiste fra le sue coor- 
dinate. 

Questi luoghi sono classiDcati secondo i gradi delle equazioni che 
li rappresentano, cosi si dirà essere dell’ m™», n'"“, o p™> etc. grado, se- 
condochò r equazioni che li rappresentano, sono dell’ m™®, n'"“, o p"‘® 
grado tra x ed y. 

Cominceremo dall’ equazione del 1.** grado , c vedremo che 
questa rappresenta sempre una linea retta , e per converso l’ equa- 
zione di ogni linea retta è sempre di 1.” grado. 

19. Nell’ art. 16 abbiamo esaminalo il caso più semplice di una 
equazione di 1.’ grado, cioè l’equazione x—a , ed abbiamo trovalo 
che un’ e(|uazione di questa forma rappresenta una retta (/iy. 2) PM 
parallela all’asse OY e che incontra 1’ asse OX ad una distanza dal- 
r origine OM=a. Similmente l’equazione y=b rappresenta una 
linea PN parallela all’ asse OX , c taglia I’ asse OY ad una distanza 
dall’ origine ON=6. 

Passiamo ora ad esaminare il secondo caso, quello cioè di una 
linea retta che passa per l’ origine , e vedremo qual relazione esiste 
tra le coordinale dei punti situati sopra tal linea. 

Se si prenda un punto qualunque P sopra questa retta , le 
suecoordin.atePM,OM quantunque variano in lunghezza, il loro rap- 
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porto PM:OMsarà costante essendo uguale a quello di senPOM:senMPO. 
Quindi r equazione sarà soddisfatta da ogni punto della 

linea OP, e quest’ equazione si chiama l' equazione della retta UP. 

Reciprocamente, se si cerca il luogo rappresentato dall' equa- 
zione y=mx, ponendo quest’ equazione sotto la forma ■^=m, la qui- 

. ^ 

stione si riduce a trovare il luogo di uu punto P dal quale con- 
dotte le PM , PN parallele a due rette Qsse , il rapporto P.M : PN 
sia sempre costante. Or questo luogo evidentemente è la linea 
retta OP , che passa pel punto 0 , punto d’ intersezione delle due 
linee rette , e divide l' angolo che queste fanno in modo che si ha 
senPOM=msenPON.Se gli assi sono rettangolari senPOX=cosPOM, 
quindi in=tangPOM, e l'equazione y=mx rappresenta una retta che 
passa per l' origine , e fa un angolo coli’ asse delle x , la cui tan- 
gente è m. 

20. Un’ eqpazione della forma y=-hmx dinota una retta OP 
situata negli angoli Y'^OX, Y'OX'. Al contrario , un’ equazione della 
forma y = — mx dinota una retta OP', situata negli angoli Y'OX, YOX'. 

Infatti apparisce dall’ equazione y=-hmx che quando x ò po- 
sitiva la y è positiva , e quando x è negativa lo è pure la y, 
Quindi i punti rappresentati da quest' equazione bisogna che abbiano 
le coordinate simultaneamente positive o negative, e noi abbiamo ve- 
duto che tali punti sono posti solamente negli angoli Y'OX, Y’'OX'. 
Al contrario , per soddisfare l’ equazione y = — nix , se x ò posi- 
tiva y ò negativa , e se x è negativa y è positiva. Quindi i punti che 
soddisfano quest’ equazione hanno le loro coordinate di segno con- 
trario , e perciò sono posti negli angoli Y'OX, YOX'. 

2t . Passiamo Onalmente ad esaminare come si rappresenta una 
retta PQ (/ly.I^) situata in un modo qualunque relativamente agli assi. 

Per r origine si tiri OR parallela a PQ , e si meni l’ ordi- 
nata PM che tagli OR in R. È chiaro che il rapporto RM ad OM 
è sempre costante ; porremo quindi RYI=m.OM: ma l’ ordinata PM 
dilTerisce da RM per la lunghezza costante PR=OQ, che chiame- 
remo b ; quindi si avrà l’ equazione 

PM=R.M-t-PR, 0 PM=m OM-l-PH • 
ovvero y=mx+b. 
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Quiudi r equazione y=mx+b vìen soddisfalla da ogni punto 
della rella 1*Q, ed ò però I’ equazione di quesla retta. 

Apparisce dal precedente articolo , che m sarà positiva o ne- 
gativa secondo che la OR , parallela alla retta PQ , è posta nel- 
l'angolo YOX 0 nell’altro Y'OX. E similmente 6 sarà positiva o nega- 
tiva secondochè il punto Q , in cui la retta incontra OY cade al 
di sopra o al di setto dell’origine. 

Reciprocamente l’ equazione y=mx+b dinota sempre una retta 
poiché quest’ equazione può esser posta sotto la forma 

V — b 

- — =m. 

X 

Ora se meniamo la retta QT parallela ad O.M , essendo TM=6, 
e quindi PT=y — h , la quistione si riduce a trovare il luogo di 
«in punto , dal quale se si conduce PT parallela ad OY che tagli 
la retta fissa QT , I*T sia sempre a QT in un dato rapporto ; e 
questo luogo evidentemente è la linea retta PQ che passa per Q. 

Or r equazione generale di 1.® grado Ax-f-By-t-C=0 potendo 
esser ridotta alla forma y=mx-{-b , poiché essa è equivalente all’ altra 



segue che vpiesta equazione rappresenta sempre una linea retta. 

22. Per mezzo dei precedenti articoli possiamo ricavare il 
significato geometrico delle costanti che entrano nell’ equazione della 
linea retta. Se la linea retta rappresentata dall’ equazione y=mx'i-6 
fa un angolo =a coll’ asse delle x, ed un angolo ==|3 coll’ asse delle y; 


sarà (Art. i9) ; e se gli assi sono rettangolari sarà »n=tan«. 

Sappiamo per l’articolo 21 che ò è la parte dell’asse delle y in- 
tercetta tra il punto in cui questo è tagliato dalla retta e l’ origine. 
Se r equazione é data nella sua forma generale Ax-t-By-l-C=0: 

. , , — A sen» , 

riducendola all’ altra y=mx+b , troveremo che ® 

C 

caso degli assi rettangolari =tan« ; e che — g é la parte dell’asse 


delle y intercetta tra il punto in cui questo é tagliato dalla retta 
e r origine. 

Cor. Lo lince y=mx+b , y=m'x+b' sono tra loro parallele 
quando m=m' , poiché l’una e l’altra fanno uno sfosso angolo 
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cogli assi. Similmente le linee Aar+By-t-C-O , A'«+B'y-*-C'=0 
ni A 

sono parallele se g=gì' 

Oltre le forme Aar-+-By-f-C=0 e y=mx+b , ri sono altre 
due forme nelle quali l’equazione di una retta è frequentemente 
usata ; passeremo a trovarle in ciò che siegue. 

23. Trovare le lunghezze delle parli che la retta MN {fig.1T} 
la cui equazione è Ax+By+CsO taglia dagli assi. 

Abbiamo trovato nel precedente articolo la lunghezza di una 
delle richieste parti , paragonando la proposta equazione coll' al- 
tra y=mx+b. Preferiamo nulladiraeno , nel presente Art: trattare 
direttamente la stessa quistione poggiandoci sopra un importante 
principio altrove stabilito (art. 18). 

Le coordinate di ogni punto della retta MN soddisfano la data 
equazione , e quindi anche le coordinate del punto M nel quale 
questa linea taglia l' asse delie x. Ora per ogni punto posto sul- 
r asso delle x , y=0 (Art. 5 ) quindi pel punto M , I’ equazione 
dà Ax-t-C=0 , ma la X del punto M è la distanza OM , che è la 
lunghezza richiesta : quindi 

OM=^ 

similmente si à 



Di qui è facile dedurre l' equazione della retta che taglia 
sugli assi le porzioni OM=o ed ON=ò. 

L'equazione generale della retta è 

A B 

Ax-t-By-f C=0 , ovvero ^x-hgy-t-l=0; 
ma 

A_ L__i D_ 1 _ i 

C~ OM~ o ’ ^ C~ ON b ’ 

quindi , I' equazione richiesta 

;+H- 

Tale è <’ equazione della retta in funzione delle parli che essa 
taglia sugli assi. La quale evidentemente ha luogo sia che gli assi 
sono rettangolari o obbliqui. 
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Egli è chiaro che la posizione della retta varia coi segni delle 
quantità a e b. Per esempio , la data equazione I® quale 

taglia parti positive dagli assi , rappresenta la retta MN della 
precedente figura ; 1=1 • che taglia una parte positiva dall’ asse 

delle X ed una negativa dall’ asse delle y , rappresenta MN'. 
Similmente 

^ — 5=1 rappresenta NM' 

0 a 


g ^ rappresenta M'N'. 

I giovani potranno senza difficoltà esaminare come cambia la po- 
sizione della linea Ax4-By-t-C=0 cambiando i segni di A, B. e C- 

Esemp. 4, Esaminare la posizione delle seguenti rette , e trovare 
le porzioni che tagliano dagli assi. 

2x— 3y=7 3x-H*y-hD=0 

3x+2y=6 dy— 5x=20. 

E$emp. S. Presi due lati di un triangolo per assi , formare l’ equa- 
zione della linea che congiunge i punti i quali segnano la m“ parte di 
ciascuno , e provare , per l’ art. 22, che questa è parallela alla base 


2*. Se supponiamo A=0 nell’ equazione generale , la parte— ^ 

che la linea taglia dall’ asse delle x diviene infinita , quindi la 
linea By-hC=0 taglia l’ asse delle x ad una distanza infinita ; o , 
in altri termini, è parallela a questo. 11 che si accorda coll’articolo 16. 
La distanza dall’ origine alla quale questa parallela incontra 

rassedelleyè— Quindi se C=0; questa distanza svanisc.e , e 

r equazione y=0 rappresenta lo stesso asse delle x. 

Similmente Ax+C=0 dinota una linea parallela all’ asse delle y 

ed x=0 lo stesso asse delle y. 

2i>. Trovare l’ equazione di una linea retta in funzione della 
lunghezza della perpendicolare abbassala su di essa dall origine , 
e degli angoli che questa normale fa cogli assi. 

Sia lo lunghezza della perpendicolare OP=p, (fig- iS) l’ango- 
lo POM che questa fa coll’ asse della x=«, PON=?, OM=o, ON«b. 
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Sappiamo (ar(. 2S) che 1* equazione della retta MN ^ 


X 

a 



MolUplicando quest'equazione per p si avrà 
P P 


Ma ^=cosa ; ^=cos? ; quindi l’ equazione delia retta è 


arcos«-l-!/cos|S=p. 


Nel caso delle coordinate rettangolari , che impiegheremo più 
generalmente, sii p=90' — «. Quindi xcos«+ysen«= 7 > è l’equa- 
zione , riferita a coordinate rettangolari, della retta , In cui perpen- 
dicolare abbassatale dall' origine forma un angolo uguale ad a col- 
l’asse delle x, e la cui lunghezza è uguale a p. 

Se r equazione della retta è data sotto la forma generale 
Ax-4-By-f-C=0, egli è facile darle la forma xcosa-i-vd<li<>=p; infatti 
dividendo la prima per l/(A*-+-B*) , abbiamo ,/ 


£ ponendo 

|/(A*-t-B»)“CO*^“ e ' 

poiché la somma dei quadrati di queste due quantità =1, avremo 
A B 

p ^ ' (A * i B‘ ) ^ I B*) rispettivamente il coseno ed il seno 
dell' angolo che la perpendicolare abbassata dall' origine sulla ret- 


ta Ax-t-By-t-C=0 fa coll’ asse delle x, e che 


C 

t/(A«-+-B») 


è 


la 


lun- 


ghezza della perpendicolare. 

La radice quadrata in questi valori è in generale suscettibile 
del doppio segno ; poiché l' equazione può esser ridotta ad una di 
queste forme 

X co8«-4-y cos|3 — pssA , ®co8 ( ot-t-180”)-i-y cos( |8-hl80')-t-p=0. 

26. Jlidurre V equazione Ax-t-By-l-C=0 ( riferita ad atei 
obòliqui ) aita forma xcos*-+-ycos^=p. 

Supponendo che la data equazione moltiplicata per un certo 
fattore R si sia ridotta alla richiesta forma : sarà RA=cosa , 

Gcom.Anal. _ 3 
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rB=cos 3. Ora è facile provare che se « siano due angoli la cui 
somma è u, si lia 

cos*a+cos*3 — 2cos*eo5]Scos«i=sen*6i; 

quindi 

R*(A»+B* — 2ABcosw)=sen'<u , 
c l' equazione ridotta alla forma richiesta sarà 

Asenv Bsen« Csen« 

^/ ( A» •+ B*— 2 ABcos»’)'^'*'|/( A *+B*— 2ABcos«')^~*~l/(A ‘-f-B* — ^2ABcos»>)~® 
nella quale 

Asenw Bsen® 

l/(A*4-B* — 2ABcos«] ’ |/(A*-f-B*— 2ABcos») 
sono rispeltiramente i coseni degli angoli che la perpendicolare 
abbassata dall’ origine sulla retta Ax+By-4-C=0 fa cogli assi delle x 

^ t /fA«+B»-^fcoH ’ ^ '“"ghczzadi quesUper- 

pendicolare. Questa lunghezza può più facilmente esser calcolata 
dividendo il doppio dell’ aia del triangolo NOM (ON"OMsen«) per 
la lunghezza di MN; espressione che si otlicne facilmente. 

27. Trovare la perpendicolare che da wi punto x'y' si abbassa 
sulla retta la cui equazione sia xcos«-l-ycos^ — p=0. 

Dimostreremo che si troverò tal lunghezza sostituendo nella 
data equazione x' ,y' in luogo di x ed y; e che perciò sarà 
uguale a 

±(.r'cosa-f-i/'cosP— p). 

Infatti dal dato punto Q(^(/./6) si conducano le due rette QR.QS 
r una parallela , normale l’ altra alla data retta MN. 

Essendo OK=x', sarò OT=x'coss<. Similmente essendo SQK=P, 
c QK=y', -sarò RT=QS=y'coS|3 ; quindi 
x'cos«-|-y'cosP=OR . 

Sottraendo OP , che è la normale abbassata dall’ origine, si avrò 
x'cosa -hy'coslS — p=PR= alla normale QV. 

Se nella figura il punto si suppone dalla stessa parte del- 
la retta dove è l’ origine , si sarebbe ottenuto per la perpendi- 
colare r espressione p — x'cosa — y'cos|9 ; quindi si vede che la 
perpendicolare cambia segno passando dall’ una'aH’ olirà parie della 
retta. Egli è arbitrario in qual parte della retta vien riguardata 
come positiva. Se conveniamo di esprimere sempre la perpen,di- 
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colare con una forma che dia un valore assoluto positivo è fa- 
cile vedere ehe se la perpendicolare cade dalla stessa parte 
della linea dove è l’ origine , è positiva , e che quando cade dalla 
parte opposta è negativa ; avverrebbe l’ opposto se si facesse una 
convenzione contraria. 

Se r equazione della retta è data sotto la forma Ax-t-By-(-C=0, 
basterà ridurla alla forma 

xcos«-t-i/cos,9 — p=0 , 

e la lunghezza della perpendicolare abbassata dal punto x'y' sarà 

Ax'-+-By'-fC (Ax'-f-By'-(-C)sen»' 

1/(AM-B*) 2ABCOW', ’ 

secondochè gli assi sono rettangolari o obbliqui. Paragonando 
r espressione della perpendicolare abbassata dal punto x'y' con 
quella abbassata dall' origine , si vede che se il punto x'y' ò 
posto dalla stessa parte della linea dove è l'origine l'espressio- 
ne Ax'-t-Bj/'-t-C ha lo stesso segno di C, e viceversa. 

La condizione che il punto x'y' sia nella retta Ax-rBy-t-C=0, 
è generalmente che le coordinate x'y' soddisfino la data equazione, 
ovvero che sia 


Ax -i-By'“t-C — 0. 

La stessa condizione per quello che abbiamo detto nel presente ar- 
ticolo esprime pure che la perpendicolare abbassata dal punto x'y', 
sulla data linea retta è nulla ; il che sotto altri termini esprimo 
la stessa cosa. 

Etemp. /. Trovare la lunghezza della perpendicolare abbassata 
dall' origine sulla retta 

3x-t-ly-f-20=0, 
essendo gli assi rettangolari. 

Hup. 4, 

Eiemp. 2. Trovare la lunghezza della perpendicolare abbassata dal 
punto (2,3) sulla retta 2x-|-y— 4=0. 


Rùp. : il punto dato si suppone dalla parte opposta dell' origine. 


E$emp. 3. Trovare la lunghezza della perpendicolare abbassata 
dal punto (3,-4) sulla retta 4,r-(-2y — 7=0 , essemlo ugnale a 60" 
l’angolo degli assi. 

3 

Ri$p. -: il punto si supp'uie dalla parte dell' origine. > 
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£$emp. 4 . Trovare la langhezza della |»erpeiidicolare abbassata 
dall' origine sulla retta 

a(a: — o)-J-A(y — 6)=0. 

28. Trovare T equazione detta retta che patta per un dato 
punto x'y'. 

L’equatione generale della linea retta può esser posta sotto 
la forma y=tnx+h , in cui m e ò sono due ignote da determi- 
narsi mercè le condizioni alle quali deve soddisfare la retta. Or se 
supponiamo che sia dato un punto della retta, l’ equazione y=mx+b, 
la quale deve essere soddisfatta da ogni punto della linea, lo sarà benan- 
che dal punto x'y’. Quindi avremo la condizione y'=mx'+b. 

Poiché non è data altra condizione , non possiamo deter- 
minare ambedue le quantità ignote m e b, ma per mezzo della sur- 
riferita condizione possiamo determinare una di esse b=y' — mx'. So- 
stituendo questo valore nell’ equazione generale , si avrà 
y=mx+y' — nuc' 

ovvero 

y—y'=m{x—x ') , 

per r equazione della retta che passa pel punto x'y' : m rimane in- 
determinata , come dovea avvenfre , poiché si può condurre un in- 
finito numero di rette pel punto x'y'. 

29. Trovare V equazione della linea retta che passa pei due 
punti dati x'y', \"y". 

La condizione che la linea retta passi per un secondo punto 
ci abilita a determinare la costante m , la quale è rimasta inde- 
terminata nel precedente articolo. 

Pel precedente articolo l' equazione della linea retta che passa 
pel punto x'y' è 

y'=m(x— 

ovvero ^, =m. 

x—x 

E poiché la retta deve passare anche pel punto x"y" segue che 
quest’ equazione dev’ esser soddisfatta se alle coordinate * ed v si 
sostituiscono x" ed y" . quindi si ha 
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Sostituendo questo valore l’equazione della retta sarà 
y— y*_ y"— 

w-<c’ x" — X 

Sotto questa forma è facile a ritenersi a memoria; ma libe- 
randola dai divisori si ottiene un’equazione che molte fiate è più 
propria , cioè 

(»'— iT;-b — {x'—x"]ti+x'y"—y'^"=^‘ 

Cor. L’equazione della congiungente il punto x’y' con l’ori- 
gine è y’x=x'y. 

Spesso è facile di ottenere , senza alcun calcolo , l’equazione 
della retta che congiunge due punti. Posto che si sappia antici- 
patamente che le coordinate dei punti predetti siano determinate 
dalle relazioni 

Aj:'-)-Bv'-ì-C= 0 Ax"-t-By"H-C=0 
è chiaro che l’equazione della congiungente i due punti sarà 
Ax-t-By-t-C=0; poiché questa equazione che rappresenta una retta 
è soddisfatta dalle coordinate dei punti x'y\ x"y". 

Eiemp. /. Trovare l’equazione dei lati di un triangolo , essendo 
(2,1), (3, — ^2), ( — 4, — 1) le coordinate dei vertici. 

Ritp. 3x-|-y=7, x-t-7y-}-ll=^, 3y— x=l. 

Etttup. i. Trovare la lunghezza delle perpendicolari che dai vertici 
del triangolo predetto si abbassano sui Iati opposti. 

Riip. 2J/2, l/iò, 2^/10: l’origine si suppone dentro il triangolo. 

Eiemp. 3. Trovare l’equazione dei lati del triangolo , i cui vertici 
anno per coordinate (2,3), (4, — 5), (—3, — 6). 

Riip. lx-f-y=ll,a; — 7y==39,9« — 5y=3. 

Eiemp. 4. Trovare l’equazione della congiungente i punti x'y' 
wx'+nx" wy'-t-ay" 

«+» ’ m-i-n 

Ritp. (y' — y")j!— (x'— x")y-f<c'y" — y'x"=0. 

Eiemp, 5. Trovare l’ equazione della congiungente i punti x'y' 

od 

Riip. fy"-t-y'''— 2y')x— (x"-t-x"'— 2x')y 1 - x"y'— y"a-'-+-a;"'y'— y"'a;'=0 
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Ettmp. 6. Trovare l’ equazioni delle bisecanti i lati del triangolo 
proposto nell’esemp. 2. 

Riip. Sa;— €y=21 , 17x— 3y=25 , 7a;+9y+17=0. 

Etmp. 7. Trovare l’ equazione della congiungentc i punti 

Ix'—mx'’ Iti'— my" , lif—nx"' ly'—ny’" 

t— m ’ ■ i— m ’ ’ l—n ‘ 

Rùp. [/( m — n)y'+m(fi — — m)y"']a; — [<(m — »)a:'-l-m(n — l]x" 

— m]x'"]y=^m[y'x" — x'y"}+-mn[y"x"' — x"y"')-i-nl{y"'x' — y'x'"). 

30. Trovare la condizione perchè tre punii siano posti in li- 
tica retta. 

Nell’ art. 29 abbiamo trovato l' equazione della congiungente 
due punii , è necessario quindi che le coordinate del terzo punto 
verificilino quella equazione : la condizione cercata sarà dunque 

la quale si traduce nell’ altra più simmetrica 
f x,)+y,(a-,— x.ì=0 (*), 

, 31. Trovare l' area di un triangolo tn funzione delle coordi- 

nale dei vertici. 

Moltiplicando un Iato per la perpendicolare che dal vertice 
opposto si abbassa su questo lato si à il doppio dell’ area del trian- 
golo. Or la lunghezza della perpendicolare abbassata dal vertice x,y, 
sul Iato opposto che congiunge i vertici x,y, , x,y, , supponendo 
gli assi rettangolari , è ( art. 27 ) 

(v— ^.)y.+3-,y,— j.y, 

(y.— y«)*+(.r X,)* 

(') Applicando questa, o altre forme simili , che in seguito avremo 
spesso occasiono d’ impiegare , è necessario che il giovane ponga atten- 
zione nel prendere le coordinate in un ordine fissato. Così nella forma 
in esame , scritto il primo termine , che può essere y,(x, — x,) ovve- 
ro y,(x, — r.) per passare al secondo si cangerà y, in y„ x, in x„ ed x, in x, 
il che dà nel primo caso y,(x, — x,) e nel secondo y,(x, — x.) : simil- 
mente per passare da questo al terzo termine si cangerà y, in y, , x, 
in .r, od .r, in x, ; avremo cosi y,(x, — x,) ovvero y,(x,— x,) . . » . 
/(•^l vegga la Cg. A ). 
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c siccome il denominatore esprime la lunghezza del lato che cun- 
giunge i vertici J-.y, , a:,y, ; sarà 

y.(a;,— x,)-+-y.(x,— a:,)+y,(ar.— X.) 
il doppio dell’ arca del triangolo proposto. 

Se gli assi sono obbliqui , ripetendo lo stesso calcolo , con 
le formolc per gli assi obbliqui, si vedrà che il solo eangiamento 
che bisognerà fare nell’ espressione precedente consiste nel molti- 
plicarla per senu. 

Cor. /. Il doppio dell’ area del triangolo che à per vertici i 
punti x,y, . x.y, e l’ origine , è y,x, — y^, . che si ottiene ponendo 
nella formola precedente x,=0 , y,=0. 

Cor. 2. La condizione perchè tre punti siano posti in linea 
retta , tradotta geometricamente esprime che l' area del triangolo 
che à per vertici questi punti è zero. 

32. Trovare V area ili un poligono in funzione delle coordinate 
dei vertici. 

Si prenda un punto qualunque xy dentro il poligono , e si 
congiunga con tutti i vertici x.y, , x.y, , . . . . ; è chiaro che 

l’arca del poligono sarà uguale alla somma delle arce di tutti i 
triangoli nei quali resta diviso il poligono. Or per l’art. prece- 
dente i doppii delle aree dei triangoli sono rispettivamente 
x{y,—y,)—y{x, -x,)-+-x.y,— x.y, 

Hy—y.)—y{^, a-,y. 

^y—y^+y{x,—x;)-^x,y^—x^y. 


a^y„_— y.)— y(a!._.— xj-+-x„_,y„— x„y„_, 
aay„— y.)— y(x„— x,)-Hx„y.— x.y.. 

Sommando queste espressioni i termini contenenti x ed y si 
distruggono , il che potea anticipatamente prevedersi, dovendo es- 
sere r area del poligono indipendente dalla posizione del punto xy. 
Si avrà dunque pel doppio dell’ area del poligono 1’ espressione 
(x.y.— x.yj-t-(x,y,-x,y.)-t-(x.y.— x^,). . . . x.yj 

o sotto altra forma 

^.(y.~yj-+-x,(y.— y.)-t-x,(y.— y.)-+- |-x„(y. -y„_.) 

ovvero 

•i 

x.)-t-v,(x.— xj-»-. . . .-f-y,(x,_,— X.) 
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Esemp. 4. Calcolare l' arca del triangolo i coi vertici anno per coor- 
dinato (2,1),(3,-2,),M -1) 

Ritp. 10. 

Eitmp. 2. Calcolare l’ area del triangolo i cui vertici aono (2,3). 
(4,— — 6). 

Rùp. 29. 

Ettmp. 3. Calcolare 1* area del quadrilatero che 4 per vertici i 
punti (1,1),(2,3),(3,3),(4,1). 

Rùp. 4. 

33. Date le equazioni di due rette trovare le coordinate del 
punto d’ incontro. 

Poiché ciascuna delie equazioni proposte esprime una relazione 
tra le coordinate di tutti i suoi punti , è ciùaro che se anno un 
punto comune le coordinate di questo punto dovranno verificare 
ad un tempo tutte e due le equazioni : quindi se daHe~equazioni 
si ricavano i valori di x ed y , questi valori esprimeranno le coor- 
dinate del punto d'intersezione delle due rette. Se l' equazioni 
delle rette sono date nella forma più generale 

Ax-(-By4-C=0 A'x-i-B'y+C'=0 

si à per le coordinate del punto d’intersezione 

BC'— B'C AC'— A'C 

ÀiP^BA' *'~BA'— AB'’ 

Abbiamo veduto ( art. 44 ) che la posizione di un punto è 
determinata quando sono date due relazioni tra le sue coordinate. 

Si è potuto osservare che ciascuna relazione rappresenta un luogo 
nel quale trovasi il punto , c che è determinato dall' intersezione 
dei due luoghi rappresentati dalle equazioni. Le più semplici equa- 
zioni del punto , cioè x=a,y=b , rappresentano due rette paral- 
lele agli assi , ed il punto è l’ intersezione di queste rette. 

Si comprende ora perchè due equazioni di primo grado rap- 
presentano un sol punto ; e perchè due equazioni di grado supe- 
riore rappresentano più punti ( art. 45 ). Nel primo caso ciascuna 
equazione rappresenta una linea retta , c due rette non possono 
intersecarsi in più di un punto. Nel caso generale i luoghi ^ rap- 
presentati dalle equazioni di grado superiore sono linee curve le 
quali s’ intersecano in più punti. 
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34 . Trovare la condizione perchè Ire rette e' intersechino in 
un punto. 

Siano Ajr-4-Bi/-»-C=0 , \'x-{-B'y+(^=0 , A"x+Wy-hC”=:0 
le equazioni delle rette. Se queste rette s‘ intersecano in un punto è 
chiaro che le coordinate del punto d’ intersezione delle due prime 
dorranno veridcare la terza equazione : quindi sostituendo nella 
terza equazione i valori di x ed y trovati nell’ articolo precedente 
la condizione cercata sarà 

A"(BC'— B'C)4-B''(CA'— fA)-t-C'\AB'— BA';=0 
la quale può essere scrìtta sotto altra forma 

A(B'C''— B"C)4-B(C'A"— C''A')+C(A'B''— A"B';'=0 


o pure 


A(B'C"— B"C')-t-A'(B"C— BC")-I-A"(BC'— B'C)c=0 
Etemp. 4. Trovare le coordinate dei vertici del triangolo i cui lati sono 
x-l-y=2 ; X — 3y=l ; 3x-|-5y-}-7=0. 


E$emp. 2. Trovare le coordinate dei punti d’intersezione delle rette 
3x-+-y — 2=0 ; x-i-2y=5 ; 2x — 3y-f-7=0. 


Etemp. 3. Trovare le coordinate dei punti d’ intersezione delle rette 
2x4-3y=13 ; 5x— y=7 ; x— 4y-f-10=0. 

Ritp. Si tagliano tutte e tre nel punto (2,3) 

Etemp. 4. Trovare le coordinate dei vertici, e l’ equazioni delle diago- 
nali del quadrilatero , che à per lati 

2y— 3x=10 ; 2y-f-x=6 ; 16x—10y=33 ; 12xx-(-14y-l-29=0. 

Bitp. I vertici sono (— ' 

Le diagonali 6y— x=6 ; 8x-l-2y-|-l=0. 

Etemp. S. Trovare i punti d’ intersezione dei lati opposti del qua- 
drilatero dell’ esempio precedente e l’equazione della retta che li congiung<:. 

Ritp. (83,?^), 162y-199x=4462. 

Etemp 6. Trovare le diagonali del parallelogrammo che ha per ia- 
ti .T=M ; x=a'; y=6; y=b'. 

Geom. Anni. 4 
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Eiftnp. 7. Presi per assi la base di un triangolo, c la bisecante la 
base, trovare r equazioni delle altre bisecanti! lati; e le coordiiute del 
jmnio d’intersezione delle tre bisecanti. Siano (0,y') le coordinate del vertice 
ed (.r'.O); [—r',0) quelle dei vertici degli angoli adiacenti alla base. 

Rhp. 3x'ty— ty'x— jr'y'=0; Sx'y+y'a;— a:y=0; 


Esevip. S. S\ano i !•« Ji 

un quadrilatero , trovare le coordiiute dei punti d' intersezione dei lati 
opposti e del punto medio della loro4;onginngente. 

/ao'(6+!i') 6ò'(a4-a')\ //la'(W-é') W'(a+o')\ 

\ tu'—al/ ' ab'—a'b ) ’ \ a b'— ab ’ a'V—ab ) 

( aa'{a — a')^fc-|-6')* _bb'[b ' — 6(a+o')» \ 

2(a'4' — at)(ai'— o'ò) ’ 2(o'i' — ab)[ab'a'b)} 

Ettmp. 9. Trovare l’ equazione della congiungente i punti medit delle 
diagonali del quadrilatero dell’esempio precedente. 


Rùp 


2z 


-A 


_ 


1 . 


E*emp. 10. Verilìcare se le coordinate del punto medio trovate nel- 
T csemp. 8 soddisfano questa equazione. 

35. Trovare l' area del triangolo i cui lati sono 

AiC"i-B!/-hC=6 i 0 ; A’'^;*i-B”y+C*^=0. 

Calcolando le coordinate dei vertici come nell’ art. 33 , e sosti- 
tuendole nella forinola dell’ art. 31 si ha pel doppio dell’ area cer- 
cata l'espressione 

B C' — B' C /A' G"— C' A" A^'C \ 

à\b' A"— a' B" B"A — A"B ) 

B' C"— B''C' /A"C — C"A A C'— C A» \ 

■^A' B"— B''A'\B"A — A"B B A'— A B' / 

B"C — BC" /A C'— C A' A’C"— C'A"\ 

' '+'F'B^B“'A \B A'-A B' B'A"-A'B"/ 

Kiducendo le frazioni allo stesso denominatore ed osservando 
che il numeratore della prima parte è 

A"(BC'— B'q-t-AiB'C"— B"C’)-1-A\B'!C— C"B 
moltiplicato per A", e che i numeratori della seconda e della terza 
parte sono espressi dalla stessa formala moltiplicata per A nel primo 
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caso , e per À' nel secondo , si deduce che il doppio dell' arca 
del triangolo verrà espressa da 

(A(B'C"— BC")+A"(BC'— BC'— B'C)]. 

(AB'— A'B)(A'B"— A"B')(A"B— AB") 

Se i tre lati s’ intersecano in un punto l' espressione dell’ arca 
sarà zero (art. 54). Se due lati sono paralleli diviene iiiGnita {art.22). 

36. Date le equazioni di due rette , trovare l' equazione della 
retta che passa pel punto d intersezione. 

Il mezzo che si presenta spontaneo onde risolvere la propo- 
sta quistione consiste nel calcolare le coordinate del punto d* in- 
tersezione come nell' art. 33 , e sostituirle io luogo di x', y' ncl- 
r equazione dell' art. 28 cioè y — y'=m[x — x'). Si può però otte- 
nere una soluzione molto più semplice partendo dal principio im- 
portante « che se S=0 , S'=0 sono le equazioni di due luoghi, 
» r equazione S+KS'=0 ( dinotando K una costante qualunque ) 
» rappresenta un luogo che passa per tutti i punti comuni ai due 
» luoghi primitivi » In fatto è chiaro che le coordinate che veri- 
flcano ad un tempo le equazioni S=0, S'=0 verificheranno anche 
r equazione S-l-KS'=0. Co» so Ax-+-By-l-C=4), A'*-i-B'y-f4I'=0 
tono r equazioni delle rette date , l' equazione 

- Ax-t-BjH-C-»-K(A'x-»-B'y-+-C')=0 
rappresenterà una retta che passa pel punto d' intersezione , perchè 
i valori di X ed y che soddisfano alle equazioni 
Ax-t-By-t-C=0 ; A'x-i-B'y-l-C=0 
verificano anche , come è chiaro , l’ equazione 

Ax-t-By-»-C-»-^A'A-B'y-f-C')=0. 

37. Il principio che abbiamo stabilito nel precedente articolo 
ci offre un criterio per conoscere se tre rette s’ intersecano in un 
punto, il quale spesso nelle applicazioni è più proprio di quello che 
abbiamo dato nell' art. 34. « Tre rette s' intersecano in un punto , 
» quando la somma delle loro equazioni moltiplicate per una costante 
» qualunque è identicamente nulla » ; vale a dire se la relazione 

f(Ax-4-By-+-C)-+-m(A'x4-B'y-l-C')-4-n(A"x-l-B’'y-l-C")=0 / 
ò verificata per qualunque valore di x, c di y; poiché i valori/di x 
ed y che rendono nulli il primo ed il secondo termine della rela- 
zione anzidetla renderanno nullo anche il terzo. / 
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E$rmp. 1. 1* tre mediane di un triangolo si tagliano in un punto. 

Le eijua^ioni delle mediane sono {art. 39 E$emp. S). 

{>j"+y"'—3y' )x—{x" ]<H-{x»y' —x' y" )+(a;"y —x' y"')z=0 

'y"'-+-y' -2y")x—{x"'~hx' —2x" ]y+{x"y —x" y"'y+-{x' y" —y> a:" )=0 
iy' +y"— 2y"')x— (a:’ — 2j"')y+(a!' y"'—x"'y' )+[x" y"'—x"'y' 

E siccome la somma di queste equazioni è identicamente nulla le 
Ire rette eh’ esse rappresentano si tagliano in un punto , le cui coordinate 
sono {ari. 35] 

y'+y“+y"\ 

V 3 ' 3 ) 

Etemp. 3. Dimostrare lo stesso teorema prendendo per assi due 
lati a,b de! triangolo. 


38. Trovare le eoordinate del punto d' intertezione della coit- 
ijiungente i punti x'y', x"y" colla retta Ax-l-B!/-f-C=0. 

Questa quistione potrebbe risolversi formando l’ equazione della 
retta che congiunge i punti dati , e determinando come nell’art. 33 
il punto in cui è intersecata dalla retta proposta. Vi è però un altro 
mezzo (che spesso adotteremo) come determinare le coordinate del 
punto nel quale la congiungente di due punti dati è tagliata da un 
dato luogo. Abbiamo veduto {art. 7) che le coordinate di un punto 
qualunque della congiungente i due punti x'y' , x"y" sono della 
forma 

mx'lnx' my"-f-ny' 


m+ét 


y=^ 


m-i-n 


Or se supponiamo incognito il rapporto , cioè il rapporto 

che serbano tra loro le due |l|rti deffii congiungente i due punti 
nello quali ò divisa dal dato luogo , potremo determinare questa 
ignota con la condizione che le coordinate precedenti veriGchino 
l'equazione del luogo. Cosi nel caso proposto la condizione predetta 
sarò espressa dall'equazione 


^ mx'lnx' 
m-(-n 


m-t-n 


fìl “4“*C 

dalla quale si deduce — quindi le coordinate del 
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(Ax'+By'4-C)*"— (Ajr"4-By"+C)x' 
punto d incontro saranno (Ax'+By'-+^)-(Ax"H-By"+C) '~’ 

(Ax'+By'+C)y"— (Aj:"-4-By''-K:)y' 

(Ax'-l-By'-hC)— (Aa:"-»-By"+C) 

11 valore del rapporto ^ può anche determinarsi per mezzo di 

considerazioni geometriche ; osservando che il rapporto dei due 
segmenti della congiungente i punti x'y' , a^'y" è uguale a quello 
delle perpendicolari abbassate da questi punti sulla retta secante; 
e che queste perpendicolari ( art, 27 ) son espresse da 
Aar'-HBy'-t-C Ax"+By''+C 


Il segno negativo del valore precedente di ^ è relativo al 

fatto che nel caso della sezione inlertìa{art. 7) le perpendicolari 
cadono da parti opposte della retta data ; e perciò debbono avere 
segni contrari! {art. 27). 

/ Se una retta taglia i lati di un triangolo BC, CA , AB \fig.1 7) 

'' J ^ T « « A BL.CM.AN , 
punti L, M, N; sarà q7"Xm~BM~ — 

Siano {x',y') , {x" , y") , (x'" , y'"; le coordinate dei tre ver- 
tici : sarà 

BL_ Aa:''-f-By"-f-C 
CL~ Ax"'-+-By"'-HC 


CM_ Ax"'-t-By'"-t-C 
AM~ Ax' -1-By' +C 
AN _ Ax> -l-By' -f-G 
BN~ Ax" -l-By" 4-G 

dalle quali espressioni si deduce facilmente la verità del teorema 
precedente. 

39. Determinare il rapporto dei segmenti nei qttali la congiun- 
genle i punti x,y, , taglia la congiungente i punti x,y , , x,y,. 
L’equazione della congiungente i punti xj/, , xjy^ è (art. 29) 
{y—y^)x—{x,—x;)y+x,y^-~xa,=0 . 

Quindi per le cose dette nel precedente articolo il rapporto cer- 
cato sarà 


»«_ (y.— ^4)y,+a;.y«— g«y, . 
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Si vede pure {art. 54} che questo rapporto è quello dei trian- 
goli clic anno per vertici i punti 


a-.tf, , x,y, , x^y^ ed x,y, . x,y, , XJ!^^ 


come può vedersi chiaramente per mezzo dello geometria. 

si f« congiungenti un punto qualunque eoi vertici di un trian- 
golo tagliano i lati opposti BC , CA , AB rispettivamente nei pun- 


ti D ,E , F ; sarà 


BD.CE.AF _ 

CD.AE.BF~ 


Siano .r,v, , .r,y, , xj/, i tre vertici del triangolo ed xj/^ un 
punto qualunque; avremo 


BD j.( y.— y«)-|-x.(y«— y,)-|-j;,)y.— y .) 
CD~a:.(y*— !t«) 
CE _ yj-l-x, (y,— y.]-|-x^(y,— y .) 

AE y«) 

(y.— y,) 

BF iT*(y,— y*) 


dalle quali si deduce la verità del teorema. 

40. Date le equazioni di due rette riferite ad assi ortogonali 
trovare V angolo eh’ esse fanno. 

L’ angolo che fanno due rette è uguale all’ angolo che fanno 
le perpendicolari a queste rette condotte dall' origine. Chiaman- 
do « , «* gli angoli che le perpendicolari fanno coll asse x , avremo 

A B 

cos«= — — , sena=— — 

i/ah-b« I/a*+b* 

A' B' 

cosa' — . sena'=— — = 

|/A'«-hB" t/A"-+-B'* 


dalle quali 


scn(« — 


COSfa — a'}: 


lang a — a'i 


BA'— AB' 

1/a»-1-BVa»'4-B'* 

AA'-f-BB' 

I^AM-B*1/A'*-|-B'* 
BA'— AB' 

'AA'-f-BB' ■ 
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Cor. i. Se le retle sono parallele sarà BA' — AB'=0 (ari. 
ed in questo caso l'angolo delle rette è nullo. 

Cor. Se le rette sono perpendicolari sarà AA'-f^B'=0 , 
nel qual caso la tangente diviene infinita. 

Se r equazioni delle rette sono date sotto la forma y=mjc+b, 
y=m’x+b' : siccome l’ angolo di due rette è la differenza degli 
angoli che fanno coll' asse delle a: ; e le tangenti di questi angoli 
sono (art. 2B) m ed m! ne segue che la tangente dell’angolo di 

due rette verrà espressa da rette sono parallele te . 

m=m' ; sono perpendicolari se mm'- 4 -l= 0 . 

41. Trovare l’angolo che fanno due rette riferite ad as$i obbliqui. 
Procedendo come nell’ articolo precedente , ed adoperando 
r espressioni dell' articolo 26 si à 


cos«=- 


Aseiv» 


sen«= 


cos« =- 


1/ A*-l-B» — 2 .aBcos» 
A'sen® 


2A'B'cos* 


, sen«'= 


B— Acos<b 

A* +B* ^2ABcosa> 
B' — A'cosw 


|/A'*-+-B'*— 2A'B'cos« 


e da queste si deduce 

, (BA' — AB'lscna» 

sen(a — g')= -■ 

|/A*+B* — 2ABcos«l' A'*+B'* — SSA'B'cos» 

, „ BB'-f-AA'— (AB'H-A'B)cofc» 

cosT<c— i SS — ■ - - ■ ’ ' 

A*-hB* — 2jVBcos»1/ A'*+B'*— 2A'B'cos» 

(BA'— AB'lsen» 

Ung(« « )— aa'+BB'— (AB'+A'B) cos® ' 

Le due rette sono parallele se BA'=AB'. Sono perpendicolari 
runa all’altra se 

AA'+BB'=(AB'+A'B)cos<u. 

42. Trovare V equazione di una retta che passa per un punto 
dato , e fa un angolo 7 colla retta y*3mx-i-b , simposi: gli assi 
' rettangolari. 

L’ equazione della retta cercata avrà la forma g — y'=m 
ma per l’art. 40 deve essere taiigf=^-^, : quindi avremo 

, m— tangy 
”* “l-Hntangvp’ 
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• Trovare l' equazione di una rena che pasta per un punto dato 
ed è perpendicolare alla retta y=mx-hb. 

Essendo mm'-f-l=:0 la condizione perchè due rette siano per- 
pendicolari, r equazione della retta cercata sarà y — y'= — 

È facile vedere che se la retta data è Aj:-f-By-f-C=0 l'equazione 
•Iella perpendicolare condottapel punto «'y' sarà A(y — y') — B(a: — x')=0 
la quale si ottiene scambiando i coefficienti e cangiando il segno 
ad uno di essi nell’ equazione A(x — a:')-l-B(y — y')=0. 

Etemp. 1. Trovare l’equazioni delle altezze del triangolo i cui vertici 


sono 


(2,1), (3,-2), (-4,-1). 

L’equazione dei lati sono (art. 29. Et, /) 

ar-|-7y-l-ll=0, 3y — x=l , 3x-f-y=7 
e r equazioni delle tre altezze 7x — y=13 , 3x-)-y=7 , 3y — ap=l , 
dalle quali si deduce che il triangolo è rettangolo. 

Esmp. 2. Trovare l' equazioni delle perpendicolari ai lati dello 
stesso triangolo condotte dai punti medii. 

Le coordinate dei punti medii sono , (—1 , 0) , Q, —0 : 


quindi l’ equazioni delle perpendicolari sono7x — y | 2— 0 , 3x-f-y=3 — 0, 

( 1 3 \ 

— i ’ — il" 

Etemp. 3. Trovare le equazioni delle altezze del triangolo i cui vertici 
sono (2,3) , (4,— ó);, (-3,-6). ( Si vegga V art. 29 Etemp. 3). 

Ritp. 7x-(-y=17, 5x-i-9y-f-25=0 , ar— 4y=21. 


V /89 1W>\ 

Il punto d intersezione sarà 1^, — 

Etemp. 4. Trovare l’ equazioni delle perpendicolari ai lati del trian- 
golo predetto condotte dai punti medii. 

Ritp. 7x-f-y-f-2==0 , 5x-p9y-i-16=0 , x — 4y=7._ 

, / 1 61 \ 

Il punto d’ intersezione sarà I — jo ' — 29 / ’ 

Etemp. 5. Trovare V equazioni generali delle perpendicolari condotte 
dai vertici di un triangolo sui lati opposti in funzione delle coordinate 


dei vertici. 

Ritp. Ix" —x"')x-t-(ìi" —y"')y+{x' x"'-fy' y"')—[x' x" +y' y" ]=^ 
lx'"—x' )x+[y"'—y' )sH-(a:" -fy" y' )— (a:" x'"—y" y"')=0 
(y _x'')x4-(y' -y”)y+(x"V'+y"V')-(x'"x' — y'"y' )=0 
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t.a somma di queste equazioni è idruticamntle nulla ; (fnindi 
r art. 39 le tre perpendicolari s' intersecano in ttii ponto. 

Etemp. 6, Trovare 1’ equazioni generali Mie perpendicolari ai lati 
di un triangolo condotte pei punti medH in fnnziono deffiOtB^dinate dei 
Vertici , e dimostrare che s' intersecano in un pdntò. ^ • 

Eitp. {x" —x"']x+[y" —y"‘)v+ii^" 

\x"'—x' )x-4-(y"'— y' aj+lìy'"»- v' ’)=• 

(*' -x" )x+(y' -y” )y4-i(x' ‘-x"* )-Fj(y' *-y" *)=« 

Etemp. 7. Presi per assi un lato qualunque di un triangolo e la 
perpendicolare abbassata dal vertice dell'angolo opposto, trovare le equa- 
zioni delle perpendicolari condotte dagli altri due vertici sui lati oppo- 
sti, e le coordinate del punto d’intersezione. Le coordinata dei vertici 
sono ( 0 , 5 ^), (x',0), (— x",Ci). 

Ritp. x"{x— x')-t-y'yr=0 , a'(x-f-x')— y'y=0 , (o.^)- 

Etemp. 8. Presi gli stessi assi dell' esempio precedente , trovare le 
equazioni delle perpendicolari ai lati condotti pei punti medii , e le coor- 
dinate del punto d’ intersezione. 

Ritp. 2(x"x-+-y'y)=y'» — x"*, 2(x'x — y’y]=.T'* — y'*,2x=.x' — x", 
/x'~x" y'*—x'x'\ 

l 8 ’ 2j' ; ■ 

43. Trovare i equazione della bisecante V angolo delle t ette 
xcosa-f-ysen« — p=0 , xeos^-t-yse»? — }h=0. 

Si ottiene in un modo semplicissimo l'equazione richiesta espri- 
mendo algebricamente la proprietà che le perpendicolari abbassale 
da un punto qualunque xy della bisecante sulle rètte proposte sono 
uguali : si avrà cosi l' equazione 

xcos«-i-ysen« — p=xcos^-t-ysenp — p'. 
ciascun membro della quale esprime la lunghezza della perpendi- 
colare condotta pel punto xy sulle rette date [art; 27). 

Abbiamo detto (art; 27) che il segno di una perpendicolare 
cangia passando dall' una all' altra parte della retta : quindi l' equa- 


zione 

xcos«-t-j/sen« — p= — (xco^-l-ysen?— p') 
esprimerà la bisecante l' angolo supplementale di (piello delle rette 
proposte. 

Se r equazioni delie rette sono date neija forma generale 
Ax— t-By-t-C— 0 , A*x-t-B^y-t“C^=0 


Gemn.Anal. 
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r (M|iiazioni (Felle hisecanli saranno 
Aj^+By+C ^ 

Volendo distinguerle , è facile vedere {art. 87) che se i termini 
costanti del primo e secondo membro anno lo stesso segno si avrà 
la bisecante dell’ angolo in cui è posta l’ origine delle coordinate ; 
se anno segni differenti si avrà la bisecante dell' angolo supple- 
mentale. 

E$emp. 4. Ridurre l’ equazioni delle bisecanti gli angoli di due rette 
alla forma »cosa+ysena=p. 

*cosi(M-«0+5seni{»-H‘'H-2— 

Etnnp, 2. Dimostrare che le tre bisecanti gli angoli di un triangolo 
s’ intersecano in un punto. Qualunque sia l’ origine le equazioni di queste 
tre rette sono 

(rcos«-t-ysen»- 7 i> )— (xcos^-lrysen/S— p' )=d) 
(arcosjS+ysen^ — p' )— (xcosr+j/seny — p"}=^ 
(arcosy-l-yseny— p") — (arcos»-+-yson» — p )=0 

Eiemp. 5. Trovare l’ equazioni delle bisecanti gli angoli formati dalle 
rette 3.T-|-ty— 9=0 , 12x+5t/— 3=0. 

Rup. Tx — f^H-3(=0, 9x+7y=12. 

44. Trovare T equazione polare della linea retta (art. 48). 

Se si prende per asse polare la perpendicolare condotta dal- 
f origine sulla retta data , sarà OR {fig. 48) un raggio vettore , e 
perciò OR=p, ROP=® : ma ORcos9=OP ; quindi l’ equazione ri- 
chiesta sarà pcosft=p. 

Se r asse polare fa un angolo « con la perpendicolare , r equa- 
zione diviene 

pCOS(9 — «)=p. 

Questa equazione può anche ottenersi trasformando l’ equa- 
zione data jccos*-t-vsen«=p. 

' Infatti , poiché le coordinate rettangolari si trasformano in 
coordinate polari ponendo x=pcos* , y=psen9 (art. 42) si avrà 
r equazione 

p(cos9cosa-f-sen9sen«)=j» 
ovvero . pcos(9— «)=p. 
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Ogni equazione della forma p(Acos9+Bsen8)=C può ridursi 
alla forma pcos(9 — «)=p {art. 23) dividendola per 1 /a*+B*, c 
ponendo 

A B C 

cos«= , sen«= — , p= . 

I/A*+B» |/A*+B* V"A’+B* 

Etemp. 1. Trasformare in coordinate rettangolari l'equazione 

(j=2*sec(»-+-^) 

Etemp. 2. Trovare le coordinate polari del punta d' intersezione , 
e l’ angolo delle rette pcos^9 — ^^=2*, pcosj^# — j^=*- 

Ritp. e=2», 9=^, ang=3- 

Etemp. 3. Trovare V equazione della consiungeiile i piinti(/o'),’(p''9''). 
Ritp. p'p"seii(#' — #")-i-p"pscn(«" — 9,-|-pp'scii(0— 9')=0. 

CAPITOLO IIL 

ESEHPII RErATITI AM.A LINEA METIA. 

45. Nei capitoli precedenti abbiamo posti i priiicipii come espri- 
mere algebricamente la posizione di un punto , o di ima retta ; 
passeremo ora a dare alquanti esempi! dell’ applicazione di questo 
metodo alla soluzione dei problemi geometrici. É utile intanto che 
i giovani si esercitino nella soluzione di tali quistioni flnchè non 
abbiano acquistato pratica e prontezza nell’ uso di questo metodo. 
Gli esempli che diamo in questo capitolo sono stati scelti , non solo 
perchè interessano per la loro natura, ma anche per mostrare come 
tati quistioni possano risolversi per mezzo deir algebra ; mentre 
alcuni di essi ammettono delle soluzioni geometriche mollo più 
semplici. Bisogna però guardarsi dal eonchiuderne generalmente 
che il metodo geometrico abbia in tutti i casi il vantaggio della 
semplicità , e che perciò sia sempre da preferirsi. Ciascun metodo 
à i suoi particolari vantaggi. Se in alcune quistioni il metodo geo- 
metrico riesce chiaro e semplice , il metodo algebrico è in vece 
più uniforme e raggiunge con maggior certezza ii suo fine. Lo scopo 
del giovine dev'essere quello di rendersi familiare con amendue questi 
metodi di ricerche , impiegando or Tuno or l’ altro secondo la na- 
tura della quistionc. Noi ci limiteremo a dare alquanti csempii di alcune 


Digilized by Google 


( 36 ) 

riassi di problemi . che più frequentemente occorrono ; quando siasi 
acquistato dell' esercizio nella soluzione di questi, non s' incontrerà 
diflicultà nell' applicare io stesso metodo alla soluzione di altre 
quistioni. 

■io. Probletni tiri quali zi richiede la prova eht tre rette con- 
corrono in un pania. 

Non sembra necessario di aggiungere nuove dilucidazioni a ciò 
che si è detto nel precedente capitolo su questo argomento. Ecco 
il processo che adotteremo. Si formano le equazioni delle tre rette, 
quindi si esamina se ( dopo averle moltiplicate per una costante ) 
la somma può divenire identicamente nulla : nell’ art. 37 abbiamo 
dichiarato perchè queste rette concorrono in un punto. O altri- 
menti si trovano le coordinate dei punto d’ incontro di due rette, 
c si esamina se soddisfano la terza equazione : come abbiamo di- 
chiarato nell' art. 34. 

Nel risolvere i problemi geometrici di questa o altra classe 
l' equazioni possono in generale rendersi più semplici s'cegliendo giu- 
diziosamente gli assi delle coordinate. Così prendendo per assi due 
rette principali della Ggura che si considera , è chiaro che molte 
«ielle espressioni che necessiteranno avranno delle forme molto 
semplici. Avviene pen’j spesse Hate che prendendo due assi qua- 
lunque r equiuioni divengono simmetriche tuttocchè meno semplici. 
Paragonando le soluzioni della stessa quistione che abbiamo dato 
negli esempli 1 e 2 dell' art. 37 , si vedrà che la prima è più lunga 
ma presenta il vantaggio che trovata 1' equazione di una delle bi- 
secanti le altre si possono scrivere senza altro calcolo. 

Siccome le espressioni contenenti angoli sono più complicato 
nel caso degli assi obbliqui ; cosi è generalmente utile di far uso 
di assi rettangolari nelle quistioni nelle quali si deve tener conto 
degli angoli. 

Problemi n*i quali si richiede la proia che tre punti sono ór 
tinca retta. 

Siano ,y") le coordinale di due punti, se a\\ iene 

che quelle del terzo sono della forma 
vix"+nx' 

è eridenle t'ii't. 7) ''he i tre punti sono ii| linea retta, 
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Ovvero altrinjeiiti , si formerà l' equazione della retta che cuii- 
giuuge due punti , e quindi si esaminerà se le coordinate del terzo 
punto soddisfano questa equazione, 

47. Luoghi ~La Geometria Analitica dà de' mezzi pronti o 
semplici per la ricerca de' luoghi. Basta cercare la relazione tra 
le coordinate di tutti i punti del luogo cercato dipendente dalle 
condizioni della quistione ; l’espressione algebrica di questa rela- 
zione sarà r equazione del luogo. 

Etemp. 1. Data la base e la diiibrenza dei quadrati dei lati di un 
triwgolo trovare il luogo del vertice. 

Si prenda la base per asse delle x', e la perpendicolare all’estre- 
mo A (fig.19) per asse delle y. Chiamando c la base ed «c , y le 
coordinate del vertice , si avrà 

BC=CR’+R 6 =y*-|-ic — x]» 

AC=x*-|-y* 

-^1 — 

quindi sarà BC — AC=c* — 2 cx 

• ponendo quest'espressione uguale ad una costante m*. avremo 

e* — 2 cx=m» 

per r equazione del luogo del vertice. Questa equazione ( art. là ) rap- 
presenta una retta perpendicolare alla base , e la distanza dall' origine 

è — - — , 3ottraeQdo questa espressione da c, l’altro segmento della 

base sarà — 5 ^ — ; donde è facile conchiudere che il luogo divide la base 

in modo che |a differenza dei quadrati dei segmenti è uguale alla dilTe- 
renza data dej quadrati dei lati ( Euc. I. V7, Cor. 4 ). 

Esemp, 2, Data la base c la somma dei lati di un triangolo , tro- 
vare il luogo dell' estremità dell’ altezza prolungata al di là del vertice, 
finché risulti uguale ad uno dei lati. 

Prendiamo gli stessi assi dell’esempio precedente , c cercliiamo 
qual relazione esiste tra le coordinate dell’ estremo dell’ altezza prolun- 
gata. L’ ascissa sarà AR e l’ ordinata per ipotesi sarà AG ; quindi se si 
chiama m la somma dei lati avremo 

BC=«i — ij. 

Ora (Euc. IJ, i5) BC=Ab4-ÀG— -2AB AR 

ovvero ponendo (m — y)*=c* 4 -y' — 2 cx 

e riduccndo 2 «>y — icx=.m* — c» 

che rappresenta una retta. 
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ttemp. S. Dale due rette OA , OB | fig. S0)\ si conduca una 
retta AB parallela alla retta data OC : trovare il luogo del punto nel 
(|uale la retta AB è divisa in un dato rapporto. 

Nella presente ricerca possiamo far uso di assi obbliqui perchè non 
vi entrano angoli ( ari. 46). Prendiamo quindi OA per asse delle ascisse 
ed OC per asse delle ordinate : I’ equazione della retta OB sarà della 
forma y=mx ; trattasi ora di trovare il luogo del punto P , talché 
sia AP=n-AB. 

Poiché il punto B è sulla retta che à per equazione y=mx , sa* 
rà AB=m-OA ; e perciò 

AP=»»-n'OA 

ma AP ed OA sono la a; e la v del punto P , quindi il luogo del punto P 
avrà per equazione 


y=mnx 

che esprime una retta la quale passa per I’ origine O. 

E$emp. 4. Date le basi e la somma delle aree di un numero qua- 
lunque di triangoli aventi Io stesso vertice ; trovare il luogo del vertice. 
Siano 

a:cos»-+-ysen»— p=0 , «cos^+ysen/S — p,=0 , axosy-t-yseny — p*=0 , ecc. 

le equazioni delle basi : a,6,c , ecc. le loro lunghezze , ed m* la somma 
data delle aree. E poiché {ar/.i7)a:cos«-+^sen» — p esprime la perpen- 
dicolare che dal punto xy si abbassa sulla base a , sarà o(jrcosaH-ysen« — p) 
il doppio deir area del primo triangolo , e cosi per gli altri. Dunque 
r equazione del luogo cercato sarà 


o(arcos»4-ysen»— p)-f-ò(xcos^-HysenjS— p,)-|-c(a;cosy+ysen>'— p,)-j-ec. .=»>• 
la quale poiché non contiene potenze di a: ed y rappresenta una retta. 

E$tmp. S. Due vertici del triangolo ABC [fig. i/j si muovono lungo 
due rette fisse LM, LN ; ed i tre lati passano per tre punti dati O, P, Q, 
posti in linea retta : trovare il luogo del terzo vertice. 

Si prenda la OP per asse delle a; , e la congiungente il punto O ^ 
col punto L d’ intersezione delle rette LM, LN per asse delle y. Le coor- 
dinate del punto C siano x', y' ; e sia 

OL=é, OM=o, ON=o', OP=c, CMJ=c'. 

L’ equazioni delle rette LM, LN saranno 




quella di CP che passa per x'y' c |>er P (y=0, x—c] sarà 
{x' — c)y — y'x-l-fy'=0. 
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Le coordinate del punto A in cui questa retta incontra Tal 
— +-r=l aono 

a 0 


ab[x^ — c)+aey' t( g — e)y' 

6(x' — c)-Hiy' ’ b(x' — e)+ay' 

e ponendo gli apici alle lettere a e e si avranno quelle del punto B die sono 

a'b(x' — c’j+a'e'y' b(a'—e')y' 

** 4(x'— <r')+ay ' 6(x'— c'H-ay 

Or la condizione che i due punti , x,y, sono in una retta che 


passa per 1’ origine è ( art. 30 ) — ; e ponendo i valori trovati si à 

X, X, 

t(g— g)y' b{a'—e')y’ _ 

o6(x' — c)-4-a<y a'6{x' — e'J-f-g'ey 


E poiché questa relazione deve esser soddisfatta dalle coordinate a:'y', 
r equazione del luogo cercato si ottiene togliendo gli apici di x^,y', quindi 
togliendo i divisori si à 


ovvero 


(g — c)[à'b{x — c')-t-a'c'y]=(a' — e')[a6(a: — cj-f-gcy] 

(gc'— g'e)x , y . 

, — 1. 


rc'{a — o')— ao'(c — 
equazione che rappresenta una retta che passa pel punto L. 

Etemp, 6. Supponendo che i punti P,Q {fig.22) del problema pre- 
cedente sono in una retta che passa per L, trovare il luogo del vertice. 

Si prenda per asse delle x la retta LP e per asse delle y la LO. 
Sia LP=o , , LO=é , I’ equazione di LM y==mx , quella di 

LN y=m'i». L’equazione di CP che passa per *'y' e per (a,0) sarà 
y'(x— a)=(*'— g)y. 

Le coordinate del punto A nel quale questa retta incontra l'altra 
y=mx sono 

j— 

* y' — mx'-+-gm ’ y'— mx'+gm 

e quelle del punto B sono quindi 

gy _ g'my 




■y' — m'x'-4-g'm' 




y — mV-i-g'm' 


Resta ora ad esprimere che la congiungente di questi punti passa 
per O. Nell’ equazione adunque che congiunge i due punti x,y, , x,y, 
( art. 29 ) si ponga x=0 , y=b ed avremo 

(x.— x,)6=x,y,— y,x, 
ovvero «.(Vt— *)=x,(y,— é) 
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nrlla quale sostituendo i valori di x, , a*, , y, , y, , e togliendo i divi- 
sori , ai ottiene un' equazione divisibile per y' : quindi togliendo gli apici 
alle coordinate x' , y' ai à pel luogo richiesto 1* equazione 


a[(o'm' — 6)y-|-m'6(x— o')]=o'[(am — 6)y4-mé(ar — a)] 


che rappresenta una retta. Questa retta passa pel punto d’ intersezione 
delle rette che si ottengono uguagliando a zero ciascun membro sepa- 
ratamente [art. 56) : ed è anche facile il vedere che queste rette sono 
quelle che congiungono i punti P e Q coi punti nei quali la parallela 
ad LQ condotta per O taglia le LM , LN. 

48. Sposso , in vece di esprimere le condizioni del problema 
direltamentc in funzione delle coordinate del punto di cui si cerca 
il luogo, è utile di esprimerle da principio in funzione di altre 
linee della Ogura : è necessario però che le equazioni siano tante 
quante le quantità indeterminate che si sono introdotte ; talché 
eliminate queste quantità si ottenga un' unica relazione tra le coor- 
dinate del punto del quale si domanda il luogo. 

I seguenti esempli serviranno a dichiarare il ripiego anzidetto. 

Esemp. /. Trovare il luogo dei centri dei rettangoli inscritti in un 
dato triangolo. 

Si prendano per assi le CR ed AB [fig. 23] ; e sia CR=j>, BR=z, 
AR=s'. 

I.e equazioni di AC e BC saranno 


V y 

Pi' ’ p 



Or se si conduce FS parallela alla base distante per FK=à la sua 
equazione 

sarà y=4 , 

e per avere le ascisse dei punti F ed S nei quali questa retta incontra 
le AC e BC basterà porre nelle loro equazioni y=k : avremo cosi per 
la prima 

— — donde x ovvero KR= — i'(i — 
pi' VP/ 

e per le seconde ‘ 

Ottenute le ascisse de' punti F ed S. l'ascissa del punto medio di F.4 
sarà ( art. 7 ) 
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la quale fìarà pure I' ascesa 4lel centro (lei rettangolo , la cui onlinala 
è y=’^- Klimiiiaiiilo (lunqiK‘ k tra queste due equazioni si avrà uii.i re- 
lazione tra X ed y : poniamo quindi nella prima il valore k=riy della 
seconda , ed avremo 

2-r ‘-!y , 

ovvero — ^,-1-— =1 

1 —» p 

che sarà I' equazione del luogo. Questa ei|ua7.ioiie rappresenta una relt.i. 
e se cerchiamo i punti nei quali incontra gli assi si vedrà facilmente 
che passa pei punti medii di CR e della base. 

E$emp. S, (indotta una parallela alla base di un triangolo, e dai 
|Hinti in cui questa retta taglia i lati condotte le perixmdieolari ai lati 
medesimi , trovare il luogo del punto d' incontro. 

Si prendano gli stessi assi dell' esempio precedenle. I,' ecpia/io- 

ne della FQ perpendicolare ad .Vt;|^— p=lj e che passa pel punto 

- *] 

Parimenti I’ equazione dalle SQ sarà 




Or poiché il punto di cui si cerca il luogo é posto sulle relle FQ, S() 
ciascuna delle (u]uazioiii precedenti esprimerà una relazione che deve 
essere verificata dalle coordinate del luogo. Siccome peni queste equa- 
zioni contengono k , le relaz.iuni eh’ esse osprimoito avranno luogo sola- 
mente |)ol punto del luogo corrispondente all» parallela FS distante dalla 
base per k. È necessario quindi eliminare k tra l'eipiazioni anzidette, 
e la relazione risultante conterrà solo le coordinale x , y e quanlilà note ; 
la quale dovendo verificarsi indipendentemente dalla disianza k della FS. 
sarà l'equazione del luogo cercato. 

Per rendere più facile I’ eliminazione di k si pongano le cipiazioni 
sotto la forma 




(ì eoli).. inai. 
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qnimii eliininaiulo k si avrà )>or equazione ilei l\iogo 




(Questa ei|nazionc rappresenta una linea retta , la quale passa pel 
vertice del triangolo , poiché le coordinate a ‘=0 , y=p verificano l'equa- 
zione , e pel punto d’ incontro delle due rette corrispondenti alle ei|ua- 
z.ioni che si ottengono uguagliando a zero ciascun membro dell’ equazione. 
Queste rette sono le perpendicolari che dalle estremità della base si 
conducono sui lati contigui. 

E»tmp. 3. Condotta una parallela alla base di un triangolo e con- 
giunti i punti nei quali incontra i lati con due pnnti fissi della base, 
trovare il luogo del punto d' incontro di queste congiungenti. 

Si prendano gli stessi assi dell' etemp. 1 e siano [m , 0J(n , 0) le 
coordinate dei punti fissi T , V posti sulla base. L'e«ioazionedi FTsarà 




km=0 


e quella di SV sarà 


J"i|l — ~j — n Jy — ijr-j-kn-=zO . 

Ponendo queste equazioni sotto la forma 

(l'-f-m)y— *(^y— x+m j=(t 

(i — n )y — — » )=0 

ed eliminanilo k si avrà per equazione del luogo cercato 
(*—*») 

la quale rappresenta una linea retta. 

Etemp. 4. Condotta una parallela alla base di un triangolo e con- 
giunti in diagonale i suoi estremi con quelli della base; trovare il luogo 
del punto d'intersezione di tali coogiuiigcnti. 

Questo caso può dedursi dal precedente , ma si può ottenere una 
soluzione più semplice prendendo per assi i lati AC eCBdel triangolo. 
Siano 0,6 le lunghezze di questi lati, quelle delle parti proporzionali 
tagliate dalla parallela siano (»o , i* 6 . L’ equazioni delle trasversali saranno 


, ±+l=i. 

p yò ^ yQ ' b 


Sottraendo l’una dall'altra e dividendo per la costante I—- si avrà per 
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la quale rappresenta una retta bisecante la base del triai^ulu. 

Etemp. 5. Presa da un Iato della base di un triangolo un segmen- 
to AT (fig.2i) 0 dall'altro Iato il segmento BS che serbi col primo 
un dato rapporto , si conducano le ET , FS parallele ad una retta fìs- 
sa CR : trovare il luogo del punto in cui s’ intersecano le EB ed FA. 

Si prenda CR per asse delle y. Pongasi AT=K , BR=f , .\R=»' , 
CR=/> , il rapporto dato =m ; sarà 1i!s=zmk , le coordinate del pun- 
to S(* — mk,0) e quelle di T[ — (<’ — A),0]. 

Le coordinate de* punti Eed F si ottengono sostituendo questi valori 

di X nelle equazioni di AC e BC il che dà per E , x= — («' — k) , y=^; e 
per F , x=* — mk , • 

Formiamo ora l' equazioni delle trasversali. L'equazione di EB è 
e quella di AF è 
e quella di AF è 

Sottraendo I' una dall’altra e dividendo il risultalo per A si arra per 
equazione del Inogo 

(— i)y+(T+^.)*+(=?-7)=» 

la quale rappresenta una retta. 

E$emp. 6. Condotte due rette qualunque PP' , QQ' (/iy.iò) paral- 
lele ai lati di nn parallelogrammo ; trovare il luogo del punto d’ inter- 
sezione di queste rette. 

Sì prendano per assi coordinati i due lati del parallelogrammo le 
coi lunghezze siano a e à , e pongasi AQ'ssm , AP=n. L' equazione 
della PQ che congiungc i punti P(0 , n] , e Q(m , 6} sarà 
(b— n)a— my-i-wi n=0 

c l’equazione di P'Q' clic congiungc i punti P'('«,»),e Q'{in , 0; sarà 
n.r — (o — »i]y — mn=0. 

tjucste due equazioni contengono due indeterminate i/i ed n , c 
'cmhrerebbe che non si possano eliminare per mezzo di due sole e<|ua- 
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/.ioni ; ma ^ fai-ilc vedere chu sommando queste «equazioni svuiiscoiio 
liilte e ilue le indeterminate , e si à per equazione del luogo 

hx — oy.^0 

che rappresenta la diagonale del parallelogrammo proposto. 

Etnn. 7. Condotte per un punto dato due rette qualunque, c con- 
giunti in diagonale i ponti nei quali incontrano due rette date ; trovare 
il luogo del ponto d’ incontro delle trasversali. 

Si prendano le doe rette date per assi. L’ equazioni delle rette 
condotte pel punto dato siano 




X 

m n 


«{uiiidi su si ohìaiuatio x' , y’ le courdiiiate del punto dato avremo le 
ronditioiii 


m n 

dalle quali sottraendo si deduce 
' I 


-”r=l 


Inoltre Ir e([uazioiii delle trasversali sono 



sollr.veti(|o si à 



f^uindi eliminando tra queste equazioni c la precedente l' espressioni 
indeteriniiiate — — i-,i — L si à per equazknic del luogo 

fn M FI 

x'y-hy'x=:0 

la quale rappresenta una retta che passa per I' origine. 

Eirmp. S. Condotta per un punto qualunque della base di uii trian- 
golo ima parallela ad una retta data , e prolungata finché resti divisa 
per metà dalla base ; trovare il luogo del punto d’ incontro delle con- 
giungenti le estremiti di questa retta eolie estremili della base. 

Enemp. 9. Data la base di un triangolo , e la ragione di AC a BD 
delle parti che I lati tagliano da una retta data AB parallela alla base; 
trovare la locale del vertice. 

E$rmp. 10. Dato r angolo al vertice di un triangolo e la somma 
dei lati ; trovare il luogo dei punto nel ifuale la base c divisa in un da- 
to rap|M>rlo. 
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Eump. //. Dati due punti A c B posti ciascuno su di un asse , e proi 
sui medesimi assi due altri punti A' e B' , talché sia OA'-+-OB'=OA-|-OB ; 
trovare il luogo del punto d' incontro delle congiungenti AB' , A'B. 

49. Problemi nei quali si richiede la prora che una retta 
mobile passa costantemente per un punto. 

Nell' art. 36 si è detto che la retta deir ('(piazionc 
AX-+- Bi/-+-C+it( A' J-+- B'v 4-C')=0 
ovvero (A-+-A’.\')j 5-I- B4-A‘B'j!/4-(.-t-Ar.'=0 

conlcnenlc lu quantità A indclcrminuta passa cosluiileinenic |h'I 
IHJiito d' intersezione delle rette 

Aj-f-By-f-C— 0 , A =0 

Conchiiidiamo dunque in generale rlie se i equazione di una 
retta contiene un' indeterminata di prinw ijrado la retta passa co- 
stantemente per un punto. 

Esemp. 1. Se è dato I' angolo al vertice di un triangolo, c la soinnia 
delle inverse dei lati , la liase passa costantemente per un punto. 

X ti 

Si prendano i lati per assi : I equazione della base sarà ; 

ma per condizione si à donde sostituendo quindi (|ue- 

sto valore , I' equazione della base sarà 

-+• — -=i , ovvero -(x— -f- -y — 1 =0 

e poiché • é una quantità nota cd ^ indeterminata si deduce che la 

base passa costantemente pel punto d’ intersezione delle rette x — y=0 , y=r. 

Etemp. 2. Se i vertici di un triangolo si muovono lungo tre rette 
date OA , OB , OC che ai tagliano nel punto O ; e due lati passano 
costantemente per due punti dati , il terzo lato passerà costantemente 
per un ponto. 

Si prendano per assi lo UA , OB , e siano x' , y' ; «" , y" le coor- 
dinate dei punti pei quali passano i lati AC , .AB cd y==mx l’equazione 
della retta OC. In qualsivoglia posizione del triangolo , poiché i ver- 
tici A , B , C muovonsi lungo O.A , OB , OC se chiamiamo a l’ ascissa 
tiel vertice C , la sua ordinata sarà y=ma ; c perciò l' equazione di AC 
sarà 

(x' — o)y— (y' — ma)x-i-a{y' — »«x')=0 
a quella di BC sarà 

(»" — o)y — (y" — ma)x-t-a(y" — mx’')=tl 
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Ponendo nella prima j-=U si deduce 


y ovvero OA 






e ponendo y=0 nella seconda si à 

0(V”— I»X") 

X ovvero 0B=-^=^ 

a —ma 

(Jtiindi r equazione della AB sarà 

y " — ma x'—a 

— .y=“ 

y —mx y — 


e poichò contiene l’ indeterminata a a l.° grado, si coiicliiuderà che il 
terzo lato AB passa costantemente per un punto. Per determinare questo 
punto poniamo l'equazione sotto la forma 

s" x' / mx a \ n 

y"—mx"^ y'—mx'^ mx" j"— mx'”*~) 

dalla quale si vede che il punto anzidetto è l'intersezione delle rette 


, r;r^„ — . | 1^. 

y" — mx" y — mx!^ jf* — mx' y — nix 

Etrmp. S, Supponendo nell'esempio precedente che OC non passa 
|)er O determinare in qual caso la AB passa costantemente per un punto. 

Prendendo gli stessi assi del problema precedente e le medesime 
notazioni l' equazione della retta lungo la quale si muove il vertice C 
sarà y=tnx+n : le coordinate di C in una posizione qualunque saranno 
a ed tna-|-n : l' equazione di AC sarà 


(.r' — a]y — ( y' — mn — n)x-l-/i(y' — mx' ) — nx'—O ; 
quella di BC sarà [x" — a]y — (y" — ma — M)x-f.o(y”— mx") — iwe"=0 ; 

O.V= 


e |>ercio 


aly'—mx'}—"x' qyy"— mx") — nx" 


X — a 

y" — ma — n 


y — mo— n 

-,y=l. 


c r equazione di .\B —r,i ìtt }>- — —, r ,< 

Or poiché quest' equazione , tolti i divisori , contiene la quantità a 
indeterminata a 2.* grado la retta AB non passerà in generale costan- 
temente per un punto. Ma le i punti x'j', x"y" »• suppongono sulla 
retta y=kx che passa per O, potremo sostituire kx' e kx" in luogo 
di y' ed y" nei divisori, nel qual caso l'equazione diviene 


^!!nr^a;—‘^y=a[k—m)—n 

x" * 

la quale contiene a a 1“ grado e perciò esprime che la retta AB passa 
costantemente per un punto. 

Esemp. 4. So la somma dei prodotti che si ànno moltiplicando 
per nna costante ciascuna delle perpendicolari che da un numero dato 
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(li plinti si abbassano sopra una retta è uguale a zero , la retta passerà 
costantemente per nn punto. 

Sia *cos»+ysena — p=0 I’ equazione della retta , l’espressione della 
pcrpeudicolare abbassata dal punto x'y' sarà a:'cosa+ysen« — j>. 

Quindi avremo per condizione del prblcma 
m'(*'cos«-|-v'seD«^p)-|-m''(x"c osa-|-y"»en«— p)-|-m"'(x'''cos« 4-y"'seii«— p(-f-cf c 
c dinotando per semplicità con X{mx') il polinomio (') 
m'x'-|-»n"a:''-(-fn"'a:"'+ecc... con 5(niy') 
il polimonio m'y'-^-m"y"-^-m"'y"'+ecc.... 

e con 5(m) la somma m'-t-in"+TO"'-|-ecc.... ; 

avremo 2(mx')cos»+S(t»y')sen» — pS(m)=0 

nella quale sostituendo il valore j>=xcos>-)-ysen» si avrà 

x2(m)cosa+y2S(m]sena — 5(mx')cos« — 5(»iy')sen«=0 
ovvero xS(m) — 5(mx')-f-[y2(m) — 2(my')]taiig«=0. 

Questa ecpiazione contiene l' indeterminata taiiga al primo grado , 
quindi la retta eh’ essa rappresenta passa costantemente per un punto , 
determinato dalle equazioni 

x3t{m) — S(inx')=0 , y2(m) — S(my')=0 

ovvero ' 

Questo punto si è chiamato il rtiurn dette distanze medie dei punti 

dati. 

80. Se r e(|iiiui(jiie di una retta contiene le coordinate di un 
punto a primo grado come 

(Ax'+By'+C;x4-(A'x'+B'!/'+C')y-+-A'V+B"!/'+C"=0 
ed il punto x'y' si muove lungo una retta , 1' equazione predella 
rappresenterà una retta che passa costantemente ptT un punto. In- 
fatti se il punto x'y' si suppone sulla retta 
Lx-hMi/“I-N=0 

avremo la relazione Lc'-l-.Mt/'-(-N=0 , mediante la quale potreiuo 
eliminare dall’equazione della retta in esame una delle coordi- 
nate x', 0 y' talché l' equazione risultante conterrà una solo in- 
determinata a primo grado. 

Similmente : te i coefficienli dett' equazione A\-t-By-t-C— 0 
debbono todditfare ta relazione Aa-t-B6-(-c(:=:0 (a, b, c. essend.i 

(■) il polimonio è preso nel senso algebrico , poiché le quanti- 
tà m', m", m"', ecc. possono essere positive o negative. 
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(lolle rtwtaeiti ed A. B. (1 variubili la ruta di qnr»la tiqiiazioitr 
passerà rostantemeide per un punto. Poiché eliminando I’. mHinnIe 
la relazione data, I' equazione della retta sarà 
(fa' — rt)A4- ry — 6,'B=0 


che è quella di una retta clic passa pel punto H- 

51. Coordinate polari. In generale ò vantaggioso l’uso delle 
coordinate polari nelle questioni nelle quali si domanda il luogo 
delle estremità delle rette condotte da un punto fisso secondo una 
leggo determinala. 

Etemp. /. Dati due punti A, B [fig. 27): per B si conduca una 
retta qualunque, e per A si abbassi a questa retta la perpendicolare AP, 
la quale si prolunghi in Q , talché sia il rettangolo AP , .AQ uguale ad 
una costante : trovare il luoeo del punto Q. 

Si prenda A per polo , e la AB per asso polare. Sia A{}=)< . 
aiig. QAB=0 : trattasi ora di trovare una relazione tra p e 0. Pon- 
gasi AB=c , e pel triangolo rettangolo APB sarà AP=ccosit; ma devo 
essere AP . AQ=cost : avremo quindi l'equazione 

p-ccos0=à» ovvero p-cos«=— . 


Nell’ art. 44 abbiamo veduto che quest’equazione rappresenta mi.i 

A" 

perpendicolare ad AB distante da A per 


Etemp. 2. Nel triangolo .ABC [fig. 28) sono dati gli angoli, un vor- 
tice A si suppone immobile , e il vertice B si muovo lungo una retta 
data : trovare il luogo del vertice C. 

Si prenda per polo il punto A e per asse la .AP perpendicolare alla 
retta data. Sia AC=f, ang. CAP=4 : e poiché gli angoli del tri- 
angolo ABC sono dati , i lati AB ed AC serberanno un dato rapporto : 
sia AB=m.AC , e BAP=® — » ; ma AP=AB •cosBAP, quindi ponen- 
do AP=a sarà 

mp cos (« — «)=a , 


che rappresenta una rotta che fa un angolo » colla retta data , distante 
a 

da A per — . 

Etemp. ò. Data la base di un triangolo e la somma dei lati : da 
un’ estremità B della base ( fig. 29 ) si conduca una perpendicolare al 
lato contiguo RC : trovare il luogo del punto P in cui la bisecante 
esterna dell' angolo al vortice incontra la perpendicolare predetta. 
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Si pronità il punto B por polo , o la baso ilol triaiiiiolo por asv. 
Siano a, b, e i lati del triangolo, opposti rispotlivamOTdo agli an- 
goli A, B, C; BP=j), PBD=a; sarà BCP=90'’— JC , o |xd trian- 
golo PCB , o=pUng'4C. Trattasi adunque ili esprimere a c laiig^C in 
funzione di 9 per avere il luogo corcato. 

Ciò premesso nel triangolo ABC si à 6*=n*-|-e* — ìar. ■ cos B ; c 
chiamando tn la somma data dei lati a , r ; eil osservando che cos B=seii 9 
avremo 

m» — 2aw-f-o’= a*-|-c* — 2nc sen 4 

donde 


2(m — rscii4) 

Per esprimere similmente taiig^C in funzione di 6 si à 
. àsenO 

ma è pure 6senC=csenB=ccos9 , AcosC=a — csen4; 
quindi si avrà 

cros9 

tangìC= 

* m — csen9 


=ptangjC , si avrà pel 


Sostituendo questi valori nella relazione 

luogo cercato I’ equazione 

m*— «• ixcosd . hi’— e’ 

T -:,= ~ 7 , ovvero Jcos9= — 

— csenS) m — esenS ’ 2c 

la quale rappresenta nna perpendicolare alla base del triangolo distante 


. _ m*— c« 

da B per — - — . 

I giovani potranno esercitarsi a trovare il luogo del punto P i|uandi> 
la bisecante è interna ed è data la differenza dei lati. 

Etemp. 4. Date n rette ed un punto O : si conduca per questo 
puuto una trasversale che incontra le rette ne’ punti r, , r, , r, , . . . r„; 
e si prende sulla trasversale un punto N , talché sia 

JL=±+±+±+. . . .+JL.. 

OR Or, Or.^Or, Or„ 

trovare il luogo del punto R. 

Siano (>cos(9 — »)=p, fCos(9 — , ecc. . . le equazioni delie 
rette dato. È facile dedurre che 1’ equazione del lungo sarà 

II- costa — «) costa— d) . 

-== — 1 ^ — !--H ecc. . . . 

f Pi P» 

la quale rappresenta una retta ( art. 4 ). 

Questo teorema è caso particolare di una verità generale che di- 
mostreremo in seguito. 

tJeom.Aual. 7 
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NOTAZIONE AKBREVIATA IIEU.A I.INEA RETTA , E SCE APPLICAZIONf. 


!)ii. Nell’ art. 36 abbiamo veduto clic l'equazione 
,ccos «+I/SCI 1 a — p] — A‘( a;cos5+!/ seii (3 — p' '=0 
rappresenta una ncMa , che passa pel punto (T intersezione delle 
rette 

jrcos«H-y scn« — p=0 , arcosp+y sen^ — p'=(i 
e se queste espressioni si dinotano per brevità con «, e (3 l’ equa- 
zione della retta diverrà « — fc,5=0 , c la proposizione potrà essere 
enunciata in modo più semplice, dicendo che l'equazione « — k?=9 
rappresenta una retta che passa pel punto d'intersezione delle rette 
0=0 , p=0 , ossia delle rette « , jS ; punto che d'ora innanzi chi»- 
meremo «5. Questi modi abbreviati di espressione sono spesso di 
grande utilità. Quando occorrerà di usare delle abbreviazioni simili 
per espressioni della forma Ax+ByH C=0 , conveniamo di ado- 

perare le lettere romane come a , b ecc. ritenendo le greche per 
dinotare delle espressioni della forma xeosa-t-ysen» — p=0. 

53. Cerchiamo ora il significato del coeflìciente À; dell' equa- 
zione a — Nell’ art. 27 si è veduto che f espressione « 
cioè .Tcosa-i-yscna — p dinota la lunghezza della perpendicolare 
abbassata dal punto xy sulla retta OA (^y. 50) ossia sulla retta a. 
Similmente p dinota la lunghezza della perpendicolare condotta 
dallo stesso punto xij sulla OB , cioè sulla retta p : f equazione 


adunque a — lip=0 , ovvero k=- esprime che se da un punto qua- 

p 

lunqnc del luogo eh' essa rappresenta si conducono le perpendicolari 

V\ 

sulle rette OA , OB il rapporto pjj di queste perpendicolari sarà 

costante ed uguale al coeiliciente k. Cos'i il luogo rappresentato 

PV 

dall' e(|uazione «■ — A3=0 è una retta che passa per O; ed e . 

sen POA 


<im*re k= 


scn POB 


f 
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Dalla conviMizionp <'he abbiamo falla noli’ ari. Ti rolalivamonle 
ai segni delle perpendicolari si dodiioe che l'etiuazione a-f-t,'3r=0 
rappresenta una reità rhe divide eslernameiUe 1’ angolo AOB ; talché 

SGIl 

sia — Quindi in tulio ciò che abbiamo dello preceden- 
senPOB ' 

temente si suppone che le perpendicolari PA , PB sono positive 

e che quando cadonT» dalle parli opposte di « e ;3 le riguarderemo 

come negative. 

S4. Ecco un teorema generalmente noto. Se un /«(ino di quatti n 
rette che s’ incontrano nel punto O ( fig. 31 , sono incontrale da una 

AP-P'B 

trasversale ne’ pwiti \,P,P',B, il rapporto (p-py • si chiama 

rapporto anarmonico, è costante in tutte le posizioni della trasver- 
sale. Infatti chiamando p la pcrpendicularc condotta dal punto O 
sulla trasversale . sarà p.AP=AO-OP-senAOP ( poiché tulli e due 
questi prodotti esprimono il doppio dell’ area del triangolo AOP : 
similmente sarà p • PB=()P' • OB • senBOI*'/' ■ AP'=AO P( ) ■ scn.tOP'; 
P'PB=OP'OB'SenPOB ; dalle (luali si deduce 

p’. AP- P'B=OA . OP- OP' • OB • senBOP' 
p’ . AP' • PB=OA ■ OP • OP' • OB • ssnBOP 
AP-P'B seuAOP. senBOP' 
e perew AP' PB~seuAOP' • senBOP 

e poiché il secondo membro è indipendente dalla posizione della 
trasversale , si conchiude che il primo membro è costante. 


55. Se a — , a — Ar'^=0 sono l' equazioni di due rette, 

esprimerà il rapporto anarmonico dJl fascio formato dalle quattro 
rette «,|9,a — tjS,« — k'^. Infatti per l’art. 53 
ià ■ _ scnAO P seiiAOP' 

senPOB ’ scnP'OB 
. k senAOP-senP'OB 

e perciò p= gènAOP'.8eii POB ’ ® * •‘«pporto anarmomico del 

fascio. 


Se -p = — 1 il fascio si dice arnwnieo ; 


in questo caso l’an- 


golo AOB è diviso inlcrnameiile ed eslcrnamcnH in duo parti i 
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riii Sfili sono Ut-Ilo :>Usso rapporto. Si dt-dutc quindi il suguciite 
imporlHolc criterio ; le due rene » — ili(3=0 , a-i-A-,9=0 fortnam 
fon a, ^ un fascio armonico. 

5G. liigtMierale il rapporto anarnaonico di quattro rettea — k^=0, 

, « — m3=0 , a — »i|S=0è Infatti: si conduca 

una parallela a clic incontri il fascio nei punti K , L , M , N , ( (ig. 32 ) 

il rapporto anarmonico sarà Or poiché /3 à lo stesso va- 

INM • LIV 


lore per ciascuno di questi quattro punti, le perpendicolari abbas- 
sate sopra a saranno proporzionali a ft.i.m.n; ma AK.AL.AN 
sono anche proporzionali a queste perpendicolari ; adunque NL sarà 
proporzionale ad n — l, MK ad m — k, NMadn — m,ed LKadI — k. 

Esemp. I. Dimostrare per mezzo della notazione abbreviata che 
le tre bisecanti gli angoli di un triangolo s' incontrano in un punto. 

L’ equazioni delle tre bisecanti sono ( art. , 55 ) a— ^=0 , 
p — y=0 , y — 31=0 ; la cui somma è identicamente nulla. 

Esemp. 2. Due bisecanti gli angoli esterni di un triangolo t' in- 
contrano sulla bisecante interna del terzo angolo. 

Per la convenzione che abbiamo fatta intorno ai segni è facile ve- 
dere che r equazioni delle due bisecanti gli angoli esterni sono 3i-t-j3=0 , 
»-(-y=0 : sottraendo I’ una dall' altra si à fi — r=0 che è l’ equazione 
della bisecante interna il terzo angolo. 

Esemp. 3. Le altezze di un triangolo s’ incontrano in un punto. 

Siano A , B , C gli angoli rispettivamente opposti ai lati » , fi , y. 
Poiché r altezza di un triangolo divide I’ angolo in due parti che sono 
complementi degli altri due angoli del triangolo , I* equazioni delle per- 
pendicolari saranno (art. 53) 

acos.\ — (3cosB=0 , jS cos B— y cos C=0 , ycosC — 8icosA=0 
la cui somma è identicamente nulla. 

Esemp. 4. la* tre bisecanti i lati di un triangolo s’ incontrano in 
un punto. 

Essendo — - il rapporto delle |>er|)endicolari abbasvale dal punto 

sciiB 

medio del lato y sui lati » , ; 1’ equazione della bisecante il lato y 

sarà xsenA — ^senB=0 : similmente si trova clic le bisecanti gli altri 
due lati sono ^ scn B—y sei! C=0 , y senC — »scii A=0 : ed è chiaro che la 
soiiiiiia di queste tre equazioni è identicamente nulla. 
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E»emp. Ò. Trovare l’ equazione della pcri>cndicolarc eundolta ad un 
lato di triangolo da una delle sue uslreraità. 

PUp. »+pcosC=0. 

Esemp 6. Se due triangoli sono posti in guisa che le perpendicolari 
abbassate dai vertici di uno sui lati dell' altro s’ incontrano in un punto ; 
viceversa le perpendicolari abbassate dai vertici dell' altro sui lati del 
primo s’ incontreranno pure in un punto. 

Siano « , ^ , y , k' , |3' , 7 ' i lati dei due triangoli : dinotando con 
cos(a^) il coseno dell’ angolo formato dai lati » e ^ , I' equazioni delle 
tre perpendicolari condotte dai vertici , py , »y rispettivamente sui 
lati y' , , p' saranno 

jtcos(pr'j — )3cos(«y')=0, ^cos(»'y) — ycos[^')=0, ycos(»^') — *cos(y^')=0. 
E poiché queste rette s’ incontrano in un punto , se si elimina p dalle 
due prime , I’ equazione risultante dovrà coincidere con la terza ; il che 
conduce alla condizione 

cos(«j3')cos(|5y')cos(y«']=cos(»';3)cos(j3'y)coi(»'y). 

La simmetria di questa equazione dimostra ebe à luogo pure per le per- 
pendicolari abbassate dai vertici »'p' , p'y' , »'y* sui lati y , « , le quali 
perciò s’ incontrano in un punto. 

57. Se due rette ànno per equazioni « — *;3=0 , — i9==0 , 

è chiaro che l’una fa con « lo stesso angolo che l’altra fa con P; 
donde si deduce che saranno ugualmente inclinate alla bisecante a — p. 

Esemp, Se pei vertici di un triangolo si conducono tre rette che 
s’ incontrano in un punto , le tre rette che passando pei vertici s’ incli- 
nano alle bisecanti degli angoli sotto lo stesso angolo che le prime s’incon- 
treranno pure in un punto. 

Siano • , /i , y i tre lati del triangolo ; I’ equazioni di tre rette 
condotte pei vertici e che s’ incontrano in un punto saranno ( art. 36 ] 
U — tn^= 0 , mp — r«y =0 , ny — f »=0 ; e quelle delle altre tre saranno 

perciò 7 — ^= 0 , ^— 2 ^= 0 , - — 7 =K) le quali, come è chiaro s’iucou- 

imoifitii • ^ 

trailo in un punto. 

58. Se L=0 , M=0 , N=0 sono i tre lati di un triangolo , 
qualsivoglia equazione di una linea retta potrà esser messa sotto 
la forma IL-+-mM-+-Nn=0. 

Sia L=Aa:-t-Bt/-t-C , , N=A"x-i-B"!/-fC" ; 

ed ax-hby+c=0 l’equazione di una retta qualunque. Paragonan- 
do quest' ultima equazione alla forma /L-i-inM-f-nN=0 si deducono 
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!«• Ire condizioni 

/A+mA'-f-nA"=a , /B+mB'+nB''=6 , IC+mC'-hnL"=c 
dalle quali si potranno ricavare i valori di I , m , n. 

Se le rette L , M , N si suppongono concorrenti in un punto 
i valori di I, m , n sarebbero infiniti ( art. 54 ); il che prova che 
la torma /L4-»iM-+*nX=0 non è possibile in questo caso. 

Abbiamo supposto che le equazioni delle rette L , M , N sono 
della forma Ax-(-B!/+C=0 perchè la condizione trovata nell art. 54 
di tre rette che s’ incontrano in un punto è relativa a queste 
forme : che se l’ equazioni dei Iati fossero della forma 
xcos«+j/sen« — p=^0 

t’ equazione di una retta qualunque si potrebbe ridurre alla forma 
la+niS+ny—O. 

89. Ridurre alla forma /a+mp+H7=0 1' equazione della con- 
giungente i punti x'y ' , x"y" . Dinotiamo con «' l’ espressione 
.c'cosa-t-y'sena — p che si ottiene sostituendo nella retta « le coor- 
dinate del punto x'y' ; e con «" ciò che diviene « quando vi si 
pongono le coordinate del punto x"y". Le condizioni che la retta 
/«-t-m,9-j-ny=0 passa pei punti x'y' , x"y" saranno 
/a'+nijS' — ny'z=0 , Ia"-\-m^"-i-liy"=0 

liallc quali ricavando i valori di - , — c sostituendoli nella forma 

n H 

si à per la congiungente i punti x'y ', x"y" l'equa- 
zione 

a'jS'y" — a"j5')=0 

Ciò prova indipendentemente da quel che si è dello nell’ ar- 
ticolo che precede , che 1’ equazione di una retta qualunque può 
sempre ridursi alla forma la-hnìP-hny—0. 

Eteaip. /. Trovare l’equazione della cougiungente i punti determi- 
nali dalle equazioni 

[kx—li=0 , /»-y=0) , (A'»— ,3=0 , /'«— >=0). 

Dalle prime si deduce |S'=ir*' , y'=W ; c dalle seconde ^"=k'x'\ 
sostituendo questi valori nell’equazione trovala precedente- 
mente , dopo aver diviso per »'*" si à 

Allrimi'iiti. La retta cercala dovendo passare pel punto delerimnaiu 
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dallp rettp *»— j3=0 , Ix — y=0 , la sua equazioni' avrà la forma (or<. .V»j. 

[kx — — y)=0. 

Similmente dovendo passare pel punto d’ incontro delle rette k'x — /3=;0, 
Vx — y=0 , la sua equazione sarà della forma 

k—k' 

Quindi uguagliando i coeiricienli di ^ c di «, si à A=A '=: — ~ — — ; 

sostituendo questo valore si ottiene la stessa equazione trovata prece- 
denteinentc. 

Etemp. S. Trovare l'equazione della congiungeute il punto d'in- 
contro delle tre altezze di un triangolo col punto d’ incontro delle Ire 
mediane. 

Dall' art. 57 ( Etemp. 3 , 4 ) si k 

gl «'cosA I a'cosA ,, »"senA „ «''sun.^ 

cosB ’ ^ cosC * ^ sciiB ' ^ scnC 
Sostituendo questi valori nella forma generale si ottiene 

«sen2Asen(B — C)-f-i5seii2B(C — .\)-4-)Scn2Csen[A — B]=0. 

60. Gli esempi clic seguono serviranno a dichiarare il principio, 
che date le equazioni di tre rette «=0 , ^=0 , 7=0 è possibile di 
esprimere l' equazione di una retta qualunque in funzione di a, p, y, 
Etemp. /. Dimostrare le proprietà armoniche di un quadrilatero 
completo. 


»=0 

r equazione di AC ( fiq. 3fl 

1S=0 

9 

• AB 

7=0 


» BD 

Ix — mjfc=0 

» 

.. AD 

mjS — ny=0 

n 

» BC 


Per mezzo di queste equazioni possiamo trovare quelle delle altre 
rette clic completano la figura. Infatti : la retta CD è la congiungcntc dei 
punti determinati dalle equazioni (/« — m|3=0 , y=0) , (m^ — By=0,*=0); 
e perciò la sua equazione sarà Ix — m^-|-n7=0. Similmente la retta OE 
congiungc i ponti determinati dalle equazioni 

(«=0 , y=0) , (Ix — m^=0 , m^ — uy=0) ; 
e perciò la sua equazione sarà Ix — ny=0. La EF congiungc i punti 
determinati da (»=0 , y=0) , (Ix — mj3-l-ny=0 , f=0) c la sua equa- 
zione sarà {a-f-tv/=0. Finalmente la FO che congiunge i punti deter- 
minati dalle equazioni (lM-ny=0 , p=0) , (I* — n»jS=0 , m^ — ny=0) 
avrà per equazione Ix — 2m^-|-n7=0. Ciò premesso: le rette EA , EO, 
EB , EF le cui equazioni sono «=0 , p=0 , /»±ny=0 costituiscono 
un fascio armonico ( art. 55 ) : le rette FE , F€ , FO , FB le cui equazioni 
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sono U — i».3i-(-ii>'=rtì,|3=0, I* — w^i-f-«)'±nt5=0 costitoisrono pure un fawio 
armonico: linalmrnte le retU- 0C,0E,01),0F le cui equazioni so- 
no /»— « 1^=0 , — nr=0 , /* — m(3± (>»/3 — ny)=0 formano un fascio 

armonico. 

Etemp. S. Dimostrare le proprietìi delle rette condotte dai vertici 
di un triangolo , e che s' incontrano in un punto. 

Siano »=0 , (3=0 , y=0 I’ equazioni dei lati BC , AC , AB del trian- 
golo ABC (fig. 17), ed <» — iu^=0, m,^ — »y=0, ny — f»=0 l’ equazioni del- 
le OC , OA , OB , le quali come nell’ art. 57 s' incontrano in un punto. 

Inequazioni delle altre rette che completano la figura saranno 
per la EF che passa pei punti ( ^,»y — l») ossia E , (y,»n^ — <•) cioè F 
m^-hny — f»=0 
per la DF <» — m;3-»-ny=0 

lilialmente per la DB /»-Hn^-ny=^. 

Ciò premesso : poiché la retta dell’ equazione lx-f-mfi-hny=0 passa 
più punti 

(U~+-m^ — ny,y) cioè N 
( l» — mj3-*-ny,(3 ) » M 

{ m;9-i-ny — /»,«) » L 

si conehiude che i tre punti M , N , L sono in linea retta. 

Inoltre l’equazione della retta CN che passa pei punti ed N 
essendo l»-t-m|3=0 si conchiude pure che le rette CN,CA,CF,CB le 
cui equazioni sono «=0 , jS=0 ,1» — mj3=0 , /»-t-»q3=0 , costituiscono un 
fascio armonico; e perciò la BN è divisa armonicamente. 

In seguito faremo spesso uso delle equazioni della forma adoperata 
in questa quistione. 

Etemp. 3. Se i punti d’ incontro dei lati corrispondenti di due trian- 
goli sono in linea retta le congiungenti dei vertici corrispondenti pas- 
seranno per un ponto. 

Siano »,^,y i tre lati di un triangolo, ed <»--|-in|S-H»y 1* cotta 
sulla quale si tagliano i lati corrispondenti : l’ equazione di una retta 
che passa pel punto d’ intersezione di questa retta con • sarà della for- 
ma i'o^-t-m,3-^-ny=0, e potrà rappresentare il lato dell' altro triangolo 
corrispondente ad *: similmente per gli altri due lati corrispondenti a ^ 
ed a y si avranno 1’ equazioni 

, l*+m^-t-n'y=0. 

Sottraendo queste equazioni due a due si ànno per le congiungenti 
de’ vertici corrispondenti le equazioni 

(f — |')« = (tn — (m— m')(3=(« — »')y, (« — «'(y=(< — /')*; 
le quali , come è chiaro s’ incontrano in un punto, 
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61. Abbinino veduto negli Brtiroli preeedonti , che as'^umeiulo 

tre rette «i pll<^ sempre l'equazione di una retta ridurrf 

alla &>rma 

A«-t-Bp+Cv=0 , 

possiamo quindi risolvere una quistione per mezzo di equazioni 
ospn*sse in funzione di «,|S,v senza fare niciina menzione diretta 
delle coordinate x,y. Ciò suggerisce una nuova maniera di riguar- 
dare le relazioni degli articoli precedenti. In vece di considerare « co- 
me un'abbreviazione dell’ espressione a: cos«-i-i/sen* — p, possiamo ri- 
guardarla come esprimente la lunghezza della perpendicolare condotta 
da un punto sulla retta «. Si può dunque immaginare un sistema di 
coordituUe (rilineari, nel quale la posizione di un punto vien deter- 
minata per le distanze di' esso serba da tre rette fìsse , e quella 
di una retta da un’equazione omogenea tra le distanze predetti^ 
della^forma 

A«-i- B|S -H Ct=0 . 

Il vantaggio delle coordinate trilincari sta in ciò ; che come 
nel sistema Cartesiano prendendo per assi due rette principali della 
figura l' espressioni dello parti acquistano delia semplicità , cosi nel 
sistema trilineare le stesse espressioni divengono anche più sem- 
plici prendendo per y tre rette prindpali della figura. Si può 
notare ciò paragonando i' espressioni dell’ art. 56 con quelle cor- 
rispondenti del Capitolo 2.” 

62. Ridurre un'equazione non omogenea (p. e. >=3) (din 
forma omogenea /«i-Hn^-i-n 7 =: 0 . 

Dinotiamo con a, b, c le lunghezze dei lati del triangolo formato 
dalle rette di relazione E poiché « esprime la distanza di un 
punto qualunque O dalla retta « , sarà il doppio dell’ area del 
triangolo OBC : similmente 6^ esprimerà il doppio dell’ area OBC , 
e «7 il doppio dell’ area OAB. Dunque l’ espressione a«-f-6|34-cy è 
costante ed uguale al doppio del triangolo ABC , qualunque sia il 
punto O. Potrebbe credersi che ciò non à luogo quando il punto O 
è fuori del triangolo ABC , per esempio al di là della retta « : 
ma basta ricordare che in questo caso la perpendicolare « sa- 
rebbe negativa, c che perciò il trinomio aa-t-àp-t-cy esprimereb- 
be 2tAOC-t-AOB — HOC) cloò il doppio del triagnlo ABC come 
(ìrom. Anal. 8 
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prìmu. Giiamondo dunque M il doppio di ABC, l'equazione «=3 
fnu't trodursi nell' altra 

Ma = 3 («a + 6? 4- fy) 

clic ù la forma cercata. 

Se dinotiamo con A . B > C gli angoli rispettivamente opposti 
ad a,p, 7 , è chiaro che asenA+^senB+yseuC essendo uguale 

. M sen A , , , 

ad sarà costante. 

a 

63. Trovare l'equazione di una retta riferita a coordinale 
triìineai:i, parallela ad Aa+B^4-C7=0. 

Nel sistema Cartesiano due rette sono parallele se le loro 
equazioni differiscono solo per una costante. Quindi si deduce che 
r equazione A«4-B^4-G/4-k(«senA-r|5senB-t-7senC)=0 rappresen- 
ta una retta parallela all' altra A«+B(S-+-C7=0 ; poiché differiscono 
per una costante. 

Etemp. 1. Trovare l’equazione di. una retta parallela alla base di 
un triangolo condotta pel vertice. 

Rùp. «senA-i-/S8enB=0. 

Intatto : questa retta , come è chiaro , passa pel vertice , c 
posta sotto la forma 

yseuC — (»senA4-(5senB-4-ysenC)=0 

si vede che differisce per una costante da y=0 che è la base del trìaogolo. 

Si vede pure che la retta »sen A+i3senB=0, la bisecante la base 
cioè «sen A — jSsenB, ed i lati » ,/s costituiscono un fascio armonico (ort. 55) 

Etemp. S. La congiungente i punti medii dei lati di nn triangolo 
è parallela alla base. 

Per l’articolo 59 la congiungente i ponti (^senB — ysenC , •)., 
(«scnA — ysenC , p) à per equazione asenA-l-^senB — ysenC=0; la 
quale è parallela a r. ' ^ 

Etemp. 3. Trovare l’ equazione della perpendicolare ad un lato del 
triangolo condotta dal punto medio. 

Questa quistione si riduce all’altra : condurre pel punto («senA— ^scnB, 7 ) 
una retta parallela ad «cosA— pcosB=0. 

Sitp. «sen A— ^senB4-ysen(.\— B)=0. 

Etemp. 4. Le tre perpendicolari ai lati di un triangolo condotte pei 
punti medii s’ incontrano in un punto. Moltiplicando l’ equazioni di questa 
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perpendicolari rispettivamente per aeii^ , scn2B , sen2A e sommandole, 
si vede che la somma è identicamente nulla. 

L' equazioni delle congiuogcnti il punto d' incontro con i vertici dc^ 
triangolo saranno 

« ? 

— r=- - , oc 

COSA cosB 

Eiemp. S. Dimostrare che il punto anzidetto è posto sulla retta che 
abbiamo data nell’ art. 59 esemp. 2. 

Eiemp. 6. Trovare la lunghezza della perpendicolare condotta dal 
punto , |3' , r' sulla retta A*4-B3-|-Cy=0. 

- 

y A*+B’-K*— 2.VB cos C— 2BC cos A— 2C A cos B 

64. Trovare la retta rc^presentata dall' equazione 

a sen A-l-|3sen B+y sen C=0. 

L’equazione proposta è contenuta nella formola generale della 
equazione di una retta ; ma si è pure veduto che le coordinato 
di un punto qualunque di questa retta posto ad una distanza finita 
renderanno l'espressione «senÀ+^senB-f-ysenC uguale ad una 
quantità costante , e non già zero. Per intendere questo paradosso 
riprendiamo l’ equazione generale di una retta Azr-f-By+C=0. Le 

C C 

parti tagliate da questa retta sugli assi sono — , — g le quali 

saranno tanto più grandi quanto più piccoli si suppongono i coeffi- 
cienti A , B ; nel qual caso la retta Ax-t-Bj/-(-C=0 si allontana 
dall’ origine. Quindi se supponiamo A = 0 , B = 0 I' equazio- 
ne Ax-t-By-t-C=0 che si riduce a C=0 esprimerà che la retta 
eh’ essa rappresenta è posta ad una istanza infinita dall' origine. 
Possiamo dunque coiichiudere che quando la forma generale della 
equazione di una retta prende la forma particolare C=0 la retta 
è posta ad una distanza infinita dall' origine. Cosi l’ equazione 
«senA-i-i3senB-+-7sen C=0 

rappresenta una retta situata ad una distanza infinita dall’origine. 

65. La discussione che abbiamo fatta nell’ articolo precedente 
pm') servire a dichiarare il principio stabilito nell’ art. 36 e che 
abbiamo ricordato nell' art. 63. Infetto secondo questi articoli l'equa- 
zione a-i-C=0 rappresenta una retta parallela all’ altra <c=0 ; e 
per r articolo precedente «-HC=0 esprime una retta che passa 
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pel punto «l'incoulru delle rette «=0', C=0 ; ossia pel punto in 
( Ili a è incontrata da una retta posta ad una distanza infinita ; ma 
due rette che s' incontrano ad una distanza infinito sono parallele, 
dunque le rette «h-C= 0 , a=0 sono parallele. 

CC. Aggiungiamo finalmente che il sistema Cartesiano è un 
caso particolare del sistema trilineare. Potrebbe sembrare che questi 
•lue sistemi siano essenzialmente differenti daU’osservare che l’equa- 
zioni nel sistema trilineare sono sempre omogenee , e nel sistema 
Cartesiano contengono un termine tutto noto , termini di 1.® grado, 
termini di 2.® grado , ecc. ma è facile vedere che questa diffe- 
renza è apparente c che 1' equazioni nel sistema Cartesiano sono 
in realtà omogenee , quantunque non lo siano nella forma. L'equa- 
zione p. e. esprime che la retta x è uguale a tre piedi , o 

tre pollici , ed in generale uguale a tre volte l' unità lineare : si- 
milmente r equazione xy*m9 esprime che il rettangolo è uguale 
a nove piedi quadrati , o pollici quadrati , ed in generale a nove 
({uadratl dell’ unità lineare. 

Perchè le equazioni nel sistema Cartesiano divengano omogeneo 
anche nella forma , bosta dinotare con r I' unità lineare e scrivere 
f equazione della retta nella forma 

Aa;-i-Bj/-t-Cr=:0. 

Paragonando questa equazione all’ altra A«-t-B|S-(-C7=0 , e 
ricordando quel che abbiamo detto nell’ articolo 64 , si conchiude 
• he le equazioni nel sistema Cartesiano som delle forme partico- 
lari che prendono l' eqttazioni del sistema trilineare, e sono relative 
ni caso in cui due delle rette di relazione esprimono gli assi delle 
coordinate , e la terza i posta ad una distanza infinita. 

CAPITOLO V. 

ilKJ.I.e Kgi A/.IOM DI r.llAlK) SUPeaiORE AL PKIUU , HAI’PKESK.NTA.VTI 

DELLE BETTE. 

67. Prima di passare allo studio delle curve rappresentate da 
•'•luazioni di grado supcriore al primo , esamineremo i casi nei 
liliali queste equazioni rappresentano delle rette. 

Se si à un nuroem qualunque di equazioni L=0 , M=0 
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N=0 , ecc. requarione LMN...=0 risultante dal loro prodotto 
rappresenterà l' insieme di tutte le linee rappresentate dai fattori ; 
imperochè le coordinate che soddisfano ciascun fattore , renderanno 
nullo anche il prodotto. Reciprocamente : se un' equazione si può 
risolvere in fattori , rappresenterà 1‘ insieme di lutti i luoghi rap- 
presentali dai fattori. Cosi , se un’ equazione del grado n'^ si può 
risòlverò in fattori di primo grado , rappresenterà n rette. 

G8. Un’ eqttazione omogenea del grado n'"“ tra le coordinate 
rappresenta n rette che passano per V origine. 

Infetto sia I' equazione 

X» — paf— — ty*=0 *' 

dividendo per y" sarà ^ 


(D-Kf) 


c chiamando a,b,c,d, ecc. le n radici di questa equazione, 
medesima si traduce nell'altra 


=» 


la 


ovvero 


(jr—ay)(x—bij)^x—cg) .'. . . =0 

la quale potrà scindersi in n equazioni x — ay=Q,x — hj=0,x — cj/=0, 
ecc. ciascuna delle quali rappresenta una retta che passa per l’origine. 

Cosi : r equazione x* — pxy-i-qy'=0 , rappresenta due rette 
x—ay=0 , X — by=0 ; a , e b essendo le radici dell’ equazione 

Similmente si dimostra che l' equazione 

(x—ay'-p'y—b){x—ay^'-\-q{y-^y(,x—a)’^— +t[y—b)''=0 

rappresenta n rette che passano pel punto ab. 

Esemp. /. Trovare il luogo dell’equazione xy=0. 

Itiip. I dnc assi ; perchb l’ equazione è il prodotto delle due 
.i’=0 , y=0. 

Etemp. S. Trovare il luogo dciretiuazione a;*— y*=0. 

Ilitp. Le bisecanti gli angoli degli assi ; le quali sono x ± y 0 

( art. ). 

Effitip. .5. Trovare il luogo dell' equazione x*— SjTH-6y*=0. 
m$p. Le rette x — ^2y=0 , x — i^=0. 
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E»tmp. 4. Trovare il luogo dell' equazione «■^2xysecé-f-y‘=0. ' 
Ritp. a=ytaiig(45“rb|4)- 

Eaemp. 5. Trovare il luogo dell’ equazione x* — Sjrytangt— y*=0. 

Eietnp. 6. Trovare il luogo dell’ equazione x‘ — fr«'y-f-lldiy — iy*=0. 

69. Esaminiamo i tre casi che può presentare l’ equazio- 
ne, a:* — pxy+qy'=0; cioè 1." quando le radici sono reali e dis- 
uguali , 2.** quando sono reali ed uguali , 3.** quando sono imma- 
ginarie. 

Il primo caso non presenta alcuna difficolti : le radici a e fr 
esprimeranno le tangenti degli angoli che le due rette fanno 
coir asse delle y ( supponendo gli assi ortogonali ) ; quindi p 
esprimerà la somma delle predette tangenti , e q il prodotto. 

Nel secondo caso si è generalnlente l’ uso di dire che l' equa- 
zione rappresenta una retta (ic — ay=0). Però , siccome toma 
vantaggioso stabilire un linguaggio uniforme tra la Geometria e 
l' Algebra , ed in quest' ultima si dice che l’ equazione è due radici 
uguali , similmente diremo in geometria che l' equazione in esame 
rappresenta due rette coincidenti. 

Nel terzo caso le sole coordinate reali che possono soddisfare 
r equazione sono o;=0 , y=0 ; perciò si suol dire che in questo 
caso r equazione, rappresenta un punto , cioè l’ origine. Questo 
modo di espressione è apparentemente poco esatto ; poiché sap- 
piamo ( articoli 44- , 43) che la posizione di un punto è determi- 
nata da due equazioni. Inoltre siccome siamo abituati ad ammettere 
di/ferenli significati per equazioni differenti , proviamo una certa 
ripugnanza a convenire che uno stesso punto possa essere rappre- 
sentato da infinite equazioni : giacché la sola condizione che le 
radici siano immaginarie cioè p*-<4q lasciando p e g indeterminati 
conduce ad infinite equazioni rappresentanti tutte lo stesso punto. 
Volendo dunque introdurre l' uniformità di linguaggio di cui abbiamo 
parlato nel caso precedente diremo che in questo caso I equazione 
rappresenta due rette immaginarie. 

In generale l’equazione a?*— pxy-t-gy*=0 potendosi sempre 
ridurre alla forma {x—ay'Ìx—by)=0 diremo che rappresenta due 
rette che passano per 1’ origine ; quando o e 6 sono reali le rette 
sono anche reali ; quando a e b sono^guali le rette sono coinci- 
denti ; quando a e 6 sono immaginarie le rette sono immaginarie,^ 
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Potrebbe credersi di niuna , o poca importanza il linpaggio die 
proponiamo ; ma noi vedremo in sepito che molte relazioni im- 
portanti non avrebbero sipiflcato se si adottasse il linguaggio 
ordinario. 

Le stesse osservazioni possono applicarsi all’equazione 
Ax*-+-Bxy-t-Cj/*=0 

la quale si riduce alla forma a:* — pxy+qy'=0 dividendola per A. 
Cosi pesta equazione rappresenterà due rette che passano per 
r origine : queste rette saranno reali se B* — 4AC>0 ; saranno 
coincidenti se B* — 4AC=0 ; saranno immaginarie se B* — 4AC<^0. 
Lo stesso linpaggio può adottarsi supponendo upali o immagi- 
narie le radici dell' equazione generale omogenea dell' n”" grado. 
70. Trovare l angolo formato dalle rette dell' equazione 
X* — pxy-+-qy*=0. 

Poiché pest' equazione è equivalente aU’altra (or — ay)(x — 6y)=0 
la tangente dell' angolo formato da queste rette verrà espressa 

da (art. 40): ma è puro a — b=y p* — 4q , ab=q ; quindi 


chiamando f l’angolo delle due rette sarà tangv 


M-? 


Se r equazione avesse la forma Aa:»-|-Bary-t-Q/*=0 sarebbe 
4AC 


tangf=- 


A-t-C 


Cor. Se q = — 1 nel primo caso , c nel secondo A-t-C=0 
r angolo f sarà retto. 

Esemp. Trovare l’angolo che fanno le rette 

ày*=0 Ritp. 45* 

a;* — 2jrysec#-|-y*=0 RUp. 9. 

Se gli assi fossero obbliqui lo stesso calcolo dareblie 


8en«4/B*— lAC 

tan*^- A+CIIB cÒs^ ‘ 

71. Trovare V equazioni delle bisecanti gli angoli formali dalle 
rette dell'equazione 


Ax*-t-Bxy-(-Cy*=0. ■ 

Siano X— ay=0 , x — by=0 le due rette rappresentate dalla 
proposta equazione; ed x—py~0 una delle bisecanti: f» dinoterà 
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la tangente dell’ angolo che la bisecante fa coll' asse delle y. Ora 
è chiaro che quest' angolo è la scmisomma degli angoli che le due 
rette proposte fanno coll' asse dello ^ : quindi si i la relazione 

2(* n-f-fe 
1 — (*» i—ab 
B C 

ma è pure a+b=—^ , ; sostituendo questi valori avremo 

2(x B_ 

1— ()i*~ A— C 

ovvero 

(i*— 1=0. 


Una delle radici di questa equazione ò la tangente dell' angolo 
che la bisecante iiitmia fa coll’asse delle y, e l’altra la tangente 
dell’ angolo che la bisecante esterna fa collo stesso asse. 

L’ equazione complessiva di queste bisecanti si ottiene ponen- 

do P=y » c sarà 

x‘-2^xy-y*=0 (*) 


dalla quale si deduce che le bisecanti sono perpendicolari {art. 70). 

La stessa equazione si può anche ottenere formando l’ equa- 
zioni delle bisecanti interna ed esterna dell’angolo formato dalle 
rette x — ay=0 , x—by=0 {art. 43): moltiplicando queste equa- 
à (x— ay)« _ (a!---ày)« 


zioni SI 




1-t-é» 


togliendo i divisori e ponendo in luogo di a-f-6 c di aò i loro va- 
lori si ottiene l' equazione precedente. 

72. Trovare la condizione perchk V equazione generale del 2.® 
grado rappresenti due rette. 

L’equazione del 2.® grado sia 

Ax*-t-Bxi/-l-Cy*-+-Dx-f-Ey-t-F =0 


(*) Giova osservare che le radici di questa equazione sono sempre 
reali quando quelle dell’ equazione Ax*H-Bxy-f-Cy*=^ sono immagina- 
rie ; donde si deduce il curioso risultamcnto che le bisecanti di due rette 
immaginarie sono reali. L’esistenza di queste e simili relazioni tra le 
rette reali ed immaginarie prova F importanza delle rette immaginarie. 


Digitized by Googlc 


«:ì ) 

punendola sotto la furnia 

A.t*-t-(B!/4-D)x-t-Cy’H-Ei/+^=® 

e risolvendola rispetto ad j- si à 

’ _ By+D±j/(B»— 4AC)y«4-2(BD— 2AE)y-t-D*— ìF 

2 À 

Perchè questi due valori possano ridursi alla forma x=m!/+n 
è necessario che la quantità posta sotto il radicale sia un quadrato 
perfetto ; il che avverrà quando sia 

>n (B*— 4AC)(D*— 4AF)=(BD— 2AE)* 

ovvero AE*-t-CD*-t-FB* — BDE — 4ACF=0 

che sarà la condizione cercata. 

Eiemp, i. Verificare se l'equazione — 5 jcy+- 4 y»-t-a:-t-^— - 2=0 

rappresenta due rette e quali sono. 

Ri*p. Risolvendola rispetto ad x si ànno le rette 
X — y— 1=0,* — ly+2=0. 

Esemp. S. Verificare se l' equazione 

(««-HSy— r*)»=(»«-+ni3*— r*){*»-t-y*— r*) 
rappresenta due rette. 

Etemp. 3. Quali sono le rette dell’ equazione 

*• — *y-f-y* — X — y-t-l=0 ? " 

Ri*p. Le rette immaginarie aH-*y-t-**=0 » *+ 0 * y 1 ) — 0 ; essen- 
do t una delle radici cubiche immaginarie dell’ unità. 

Etmp. 4. Determinare B in modo che l’ equazione 
a:*-|-B*y-i-y*— 5*— 7y-)-fc=0 
rappresenti due rette. 

Rùp. La condizione generale diviene 6B» — 33B-t-50=0 le cui ra- 
... 10 5 

dici sono 3 - 12 ' 

73. Il metodo che abbiamo adoprato nell’ articolo precedente , 
sebbene sia mollo semplice quando l’ equazione è del 2.° grado , 
non è applicabile alle equazioni di grado superiore. Ecco un altro 
metodo più generalo. 1 

Perchè un'equazione del 2.<* grado possa ridursi alta forma 
(«x-t-%— l)(*'ar-t-P'y— 1)=0 , 

è necessario che i coefficienti deirequazione generale siano rispettiva- 
mente identici a quelli del prodotto («x-t-^y — 1 )(»'x-l-|3'y — !)• Quindi 
dopo aver diviso l'equazione del 2.® grado per F si eseguirà il prodotto 
6>om. Anaì. 9 
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auziJoUo , cd ugiinglinndo i cocdìrionli si «vraiino cinque cqiMzieni: 
in sognilo climiinindo le ignote p' si avrà la condizione 

corrala. T.’ equazioni predelle sono 

formando due equazioni di 2.“ grado per mezzo delle prime quatlro 
-i possono da quesle dedurre i valori di « , , JS , P' e poscia 

soslilnirli neirullima. Ma possiamo pervenire aJlo stesso risulU- 
mento osservando che le quantità * t ^ ^ ^ sono inverse delle 
parli che le rette dell’ equazione del 2.“ grado tagliano dagli assi: 
.> poiché le parli che un luogo taglia dagli assi si ottengono ponendo 
t\iceessivnmenle t=0 , y=0 nell’ equazione , cosi avremo per dc- 
lerminare le parti aiizidelle Aj’+Dj; 4-F=0 , Cj/’+Ei/-l-F=0. 

Or se il luogo incontra gli assi nei punti L , L' , M , M' è 
( liiaroche nel caso in cui rappresenta due rette, quesle saranno o le 
due I.M, L M' : o le due altre l.M' , L'M : le prime sono espresse 
dall’ e(iuazionc («x-hPy—iK«'x+?'y—i)=0 e le seconde da 

1 1 )= 0 . 

Eseguendo le moltiplicazioni si vede che j. sarà espresso non solo 
da ma anche da a,3-t-a'P'. 

DE 

l.a somma di queste quantità è ed il prodotto 

. A E*— 2CF C D*— 2.VF 

va'fp' +j3 {«*+“’*) — ^ pj l“p pt '• V 

(piindi p sarà data dall’ eciuazione di 2.» grado 

B* DG B AE'+CD*— iACF _n 
F* F ‘F"** F* 

dalla quale tolti i divisori si deduce la condizione clic abbiamo 
trovala nell’ articolo precedente. 

Hfemp. Determinare B talché l’ equazione 

rappresenti due rette. 

Le parli che l’equazione proposta taglia dagli assi sono date dalle 
equazioni 

a;* — ox-l-G=0 , (/•— 7(/d-6=0 
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1,- cui radici som. x=3, y=l, y=tì. Formaudo i’ cquaz.ou. 

.Ielle coiigiungoiai questi puuti si deduce clic lequaiioue projiosla rappic- 
seiitwà due rette se avrà una delle due forme 

2)(2ar-t-t/-G)=0 , (x+3y-3)(3x-l-y-6)=0 

dalle quali si dedurrà il valore di B. 

74. Trovare il numero delle condizioni perché 1‘ equazione gene- 
rale del grado n"® rappresenti delle reiu. 

Ragioniamo come nell’ articolo precedente. Sia N il numero 
dei termini doli’ equazione generale: paragonando questa equazione, 
dnjM> averla divisa pel termine noto , col prodotto di « rette 

(«x+%— lX«'x+(5'i/— Ij =0 

è chiaro che si avranno N— 1 equazioni ( poiché i termini noti 
risulteranno uguali ); 2» di queste equazioni serviramio a determi- 
nare le ignote « , p , ,?'••• ; c le rimaneuti N— 1 2« saranno 

delle equazioni di coudizioue. Ora essendo 
A 

-t-Bx-t-Ci/ 

-t-Ly’ 


i diversi termini dell’equazione generale, è chiaro che il numero N 
è la somma dei termini di una progressione aritmetica cioè 

, ... (iH-iKo-i-a) 

N=1-1-2-4-3-1- . . . — 1.2 

(juindi .d N-1-2..="-Ì^. 

75. Determinare il numero delle condizioni perchè l' eqtMzione 
generale del grado h>"» rappreunti n rette che pauiito per ii 
punti dati. 

Paragonando l’ equazione generale coll’altra 

x')][y-y''— m'(x--x'')Ky— «t"'-->»''(x-x''')]....=0 

si avranno N—1 equazioni contenenti le n incognite m , m , in' ... 

quindi vi saranno N— 1— n=?^-^ equazioni di condizione. 

70. Determinare il numero delle condizioni perchè V equazione 
generale del grado ii'"® rappresenti n rette che passino per un punto. 
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'Faragonaiido I' equaziuiie generale all' altra 
[y— xO] [»— y'— m\x- x')][y— y'— m"(x— ùe*)] ... =0 
si avranno N — 1 equazioni contenenti n+2 ignote x' tu ' , m"... ; 

quindi vi laraono N—1 — — 2equazionf ^i c^ditione. 


«•. 1 


e 

> 


^ 1 L ; 


*W' i\ 


CAPITOLO VI. 

IL CEBCUIO. 



Poiché l' equazione del cerchio è la piii* semplice dopo 
quella dma retta, prima di passare all’esame delle curve rappre- 
sentale dall’ equazione generale del 2.® grado ci occuperéhiO parti- 
colarmenle del cerchio. 

Trovare V equazione del cerchio che à per centro ^ab) , e per 
raggio r. 

Esprimendo (arl.5) che la distanza, di ogni punto della circon- 
ferenza è uguale al raggio si à pel cerchio l’ equazione 
(x — a)*-4-(y— 6)®=r®. 

Se gli assi sono obbliqui , sarà ( art. 6 ) 

(x— a)*4-(y — 6)*-+-2(x — a){y — 6}cos*>=r*. 

Questa forma essendo meno semplice della precedente sarà 
sempre vantaggioso l’impiego degli assi ortogonali nelle questioni 
relative ai cerchi. 


Cor. 1. Se gli assi sono ortogonali , e l' origine al centro 
i’ equazione del cerchio sarà 

x*-hy*=r*. 

Coì\ S. Se l’asse delle x è un diametro, e l’asse delle g è 
perpendicolare ad una delle sue estremità sarà «=r , 6=0 , e 
perciò l’ equazione diviene 

x®-t-y*=2rx. 

Queste due ultime forme sono le più semplici equazioni del 
cerchio , e perciò sono spesso adoperate nei casi particolari. 

78. Paragonando l’ equazioni trovale nell’articolo precedente 
con l’equazione generale del 2.® grado 

Ax* + Bxy Cy* -I- Dx -t- Ey+FssO 
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ki possono dedurre le condizioni percliè questa equazione rappre- 
senti un cerchio. 

Cosi : se gli assi sono rettangolari dovrà essere B=0 , cd A=C ; 
poiché dividendo per A potrà tradursi nella forma (x — oJ'-Hv — by=r*, 
«)vvero — 2ox — 26y-+ — r*=0. 

Se gli assi sono obbliqui paragonando l'equazione generale 
all’ altra 

(x — 6)*-|-2(x — o}(y — b) cos«=r* 

B 

si deduce A=C, ed -^=2cosu. 

Supposto che r equazione generale del 2.<* grado soddisfa le 
condizioni B=0 , A=G , e gli assi sono rettangolari , ti può dt- 
lerminare il raggio e le coordinate del centro del cerchio eh' etto rap- 
pretenla. 

D E F 

In fatti paragonando.!' equazioni 

A A A 

x*-ry* — 2ax — 2by+a*-+-b* — r*=0 
D £ F 

si deduce ^ = — 2a,ji^ = — 2b,j = a* + b*—r* dalle quali 

D . E . D*-i-E* — 4AF 

2.V ’ *“~2A ’ ~ ÌÀ^ 

e r equazione generale si traduce nell' altra 

•4-E*— 4AF_ D* 

~4A»' 


/ D \* / E \* D»- 


4A» 


E* 

lAì' 


F 

A' 


Ecco dunque il processo da seguire onde ridurre I' e<iuazioue 
di un cerchio alla forma 

(x— a)*-4-(y— ò)*=r* 

u Si dividerà l’equazione pel coefficiente di x* o di y*, chè 
» sono uguali ; si passerà il termine noto al secondo membro ; 
» c si aggiungeranno a tutti e duo i membri i quadrati delle metà 
» dei coelTIcienti di x , e di y. 

Esemp. /. Determinare il centro ed il raggio del cerchio 
x*-|-y* — 5x — iy=7. 

lìisp. (^ , 2j ; {y 69. 

tsemp. 2. Rkluire alla forma (x — o)*-t-(y-— i)*=r* l' equazione 
x'-fy’— 2 j- — ly=20. 

Iti>p. (x-lj'-Ky-2}*=3*. 


0 


r 

i 
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Ettmp. 5. Trovare ia coiigiungeiitc i ceatri dei cerchi a'-fy'=:2y, 
**+y*=2x. 

Rnp, «-f-y=l. 

D K 

Poiché le coordinate — ^ sono indipendenti da F si 

conchiude che due cerchi sono concentrici se le loro equazioni dif- 
feriscono solo pel termine costante. 

79. Esaminiamo ora tre casi particolari che può presentare 
l’equazione generale del cerchio. 

1. ® Se F=0 l'origine sarà sulla circonffercnia , perchè 1’ cqua- 

lione sarà verificata dalle coordinalo che rappresen- 

tano r origine. Ed in generale : se un' equazione manca del ter- 
mine.Hoto la. curva eh' essa tappresenta passa per V origine. 

2. ® Se D*+E*=4AF , il raggio del cerchio sarà nullo , e 
l'equazione potrà tradursi nella forma 

(x— a)*-t-(v— à)*=0. 

Or quest'equazione non ammette altri valori possibili che x=a , 
y—b ; perciò si dice comunemente eh’ essa rappresenta il punto (nò). 
Noi preferiamo di dire che questa equazione rappresenta un cerchio 
infinitamente piccolo. Nell’ articolo 69 abbiamo veduto che l’ equa- 
zione (x — a)*-t-(y — 6)*=0 rappresenta due rette immaginarie che 
passano pel punto {ab), e che sono espresse dalle equazioni 

x-a-i-{y—b]V' — 1=0 , X — a — ( y — b)V^ — 1=:0. 

Le stesse considerazioni si applicano alla forma x*-+-y*=0 
che è un caso particolare della precedente. 

3. “ Se D*-f-E*<^4AF il raggio sarà immaginario, e l’equa- 
zione potrà tradursi nella forma 

(x — a)*-t-(y — ò)*-t-r*=0 

c perciò non ammetterà valori reali per x e per y. 

80. Trovare le coordinate dei punti d'incontro di una retta 
con un cerchio. 

Sia x’-t-y’=r* l' equazione del cerchio , ed xcosa-l-yscn«=p 
lineila della retta. È chiaro che uguagliando i valori di y che si 
deducono da queste due equazioni si avrà per le ascisse dei punti 
comuni ai due luoghi di' esse rappresentano l’ equazione 


p — xeos» 


scii» 


=l/r*— . 


X* 
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x=p cos «± scn «l^r* — p* 

■4’ 

similmente si ottiene 

y ~p sen cosai/ r* — p* 

( perchè questi valori verificilino l’ equazione x*4-j>’'=r* ò neces- 
sorio che i sogni si corrispondano ). 

Siccome l’ equazione che determina le ascisse o le ordinate 
dei punti comuni al cerchio i>d alla retta è di 2.* grado , c perciè 
ammette due valori , cosi , conformom(‘nte al linguaggio algebrico , 
diremo che una retta è incontrata in due punti da un cerchio. 

81. Possono ora avvenire tre casi ; 

1. * Se p<^r, come a dire se la distanza della retta dal centro 
è minore del raggio , i valori di x e di y saranno reali , c la 
retta à due punti reali comuni col cerchio. 

2. ” Se p=r; cioè se la distanza della retta dui centro è uguale 
al raggio , i due valori di x , come quelli di y saranno uguali ; 
e perciò i due punti comuni al cerchio ed alla retta saranno coin- 
cidtnli. Or si sa dalla geometria che in questo caso la retta è 
tangente al cerchio : quindi volendo stabilire l’ uniformità tra il 
linguaggio dell’ Algebra e quello della Geometria diremo che una 
retta è tangente al cerchio quando i due punti comuni sono coin- 
cidenti- Ed in generale intenderemo per la tangente ad una curva 
quella retta che congiungc duo punti infinitamente vicini della 
medesima. 

3. “ Se p>r , sì dice comunemente che la retta non à punti co- 
muni col (Marchio. Noi preferiamo di dire che in questo raso la 
retta taglia il cerchio in due punti immaginarti ; intendendo per 
punto immaginario quello la cui ascissa o ordinata , o tutte e due 
sono immaginarie. Il concetto del punto immaginario è puramente 
analitico , nè può ricevere espressione geometrica ; ma l’ esclusione 
dei punti immaginarii dalla Geometria toglierebbe gran parte di 
generalità dai nostri ragionamenti , ed in molti casi renderebbe 
il linguaggio paradossale. Così se si avesse riguardo alle sole radici 
reali di un' equazione , il teorema che ogni equazione ammette 
tante radici quante unità contiene il suo grado verrebbe a negarsi. 
Incontreremo in seguito dei rasi uci quali la congiungeiite due 


# 
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punti immaginarii è reale , e gode di tutte le proprìetii geometriehe 
della congiungcntc quando i punti sono reali. 

82. Per trovare i punti comuni alla retta ax+by+c=0 ed 
al cerchio 

Aa;*+Ay*+Da:-l-Ej/-t-F=0 

si procederà come nell' art. 80. Cosi- eliminando una delle variabili, 
si avrà per determinare l' altra un’ equazione di 2.° grado ; c se 
le radici di questa sono uguali la retta sarà tangente al cerchio. 
Supponendo ora che la retta sia uno degli assi y~0 , ovvero x=0 
i punti comuni al cerchio ed agli assi delle x e delle y Siiranno 
dati rispettivamente dalle equazioni 

Ax*-|-Dx+F=0 , Ay*+Ey-f-F=0. 

L’asse delle x sarà tangente se le radici della prima equazione 
sono uguali , vale a dire se 

D*=4AF, 

r asse delle y quando si à la relazione 

E*=4AF. 

Siccome un cerchio è determinato quando si conoscono tre 
punti della circonferenza, spesso è utile di determinare la posizione 
e la grandezza di un cerchio rappresentato da un’ equazione data 
assegnando i punti nei quali incontra gli assi. 

Esemp. f. Determinare i punti comuni al cerchio x*-|-y*=65 , cd 
alla retta 3x-l-y=85. 

RUp. (T,4);(8,l). 

Esetnp. 2. Determinare i ponti comuni ad {x — c)»-|-(y— 2c)*s=25«* , 
c 4jc-f-3y=35e. 

Ritp. La retta è tangente al cerchio nel punto (5c,5e). 

Etemp. 3. Trovare i punti nei quali il cerchio <r*+y* — 5x— 7y+6=0 
incontra gli assi 

Bi$p. x=3 , x=2 ; y=6 , y=l. 

E*tmp. 4. Quale è il cerchio che tocca gli assi in un punto di- 
stante per a dali’ origine 7 

Rùp. a;*-fy*— 2oJS — 2ay-|-a*=0. ’f* 

E$mp. 5. Quando la retta y=mx+b è tangente al ccrchiox*-+-y»=i^ 
JUitp. Quando 6*==r*(l-|-m*). 

Etftnp. 6. Trovare l’ equazione della tangente condotta dall' origine 
al cerchio. 

.Vx*-f-y*)4-Dx-l-Ey+F=0. 
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1 punti comuni ad una retta y=mx condotta per I' origine ed al 
cerchio proposto sono dati dall’ equazione 

A(m*+l)j5*-|-(D+Em)a:-|-F=0 

c se la retta deve esser tangente, le radici di questa equazione saranno 
uguali ; cioè sarà • . / ' ■ 

dalla quale si dedurranno i valori di m.' 

lìsemp. 7. Trovare, le tangenti condotte dall’ origine al cerchio 
'■ 6j 5 — 2y-+-8=0. 

Riip. x—y=0 7x+y=0. 

83. Trovare V equazione della tangente ad un cerchio datd 
nel punto (x'y'). 

Nell’ articolo 81 abbiamo detto che la tangente ad una curva può 
riguardarsi come la congiungentc di due punti della curva indeflnita- 
mcntc vicini. Cosi per avere l' equazione della tangente' si formerà 
r equazione della retta clic congiunge due punti qualunque {x'y*) , 
(x"y") della curva ; c si porrà in questa equazione cc^=x" , y'=y". 

Applichiamo questo metodo al cerchio. Si prenda il centro 
per origine : l’ equazione del cerchio sarà x*4-y*=r«, c quella della 
congiungentc due punti qualunque (x'y') , (x''y") della circonferenza 

y— y*_y'— y" • 

X— X* x' — X*' 

Se in questa equazione poniamo x'=x*' , y'=y" il secondo 
membro prenderà la forma indeterminata ^ : il che avviene per- 
chè non si è tenuto conto che i due punti (x'y') , (x"y") stanno 
sul cerchio. Introducendo questa condizione l'equazione della secante 
prenderà una forma che non diviene indeterminata quando i due punti 
si suppongono coincidenti. Infatti essendo r*=x'»-i-y'*=x"«-f.y"* 


sarà x'* — x"*=y'* — y"* ; donde 

equazione della secante sarà 

y — y' _ x'+x" 


x'-+-x" 


e perciò la 


X — x' y'+ y' 

nella quale ponendo x'=x" , y'=y''’ si à per la tangente cercata 
r equazione 


y— y* 


X— X* 


(j cotti. Anni. 
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la quale riducendo , ed osservando che , diviepe 

xx‘-hyy*=:f*. 

Se r origine non è al centro del cerchio , chiamando a , b le 
coordinate del centro rispetto ai nuovi assi è chiaro che basterà can- 
giare X , x' , y , y' in x — a , x' — a , y — b , y' — b nelle equazioni prece- 
denti {art. 8): l’equazione del cerchio sarà (x — o)*-h(y — b)*=r*e 
quella della tangente 

(x— oXx'— d)+ (y— bXy'-— é)==r* 

la cui forma è facile a ricordare , perchè simile all’ equazione del 
cerchio. 

Si sarebbe potuto ottenere l'equazione xx'-4-yy'=r* della tan- 
gente al cerchio formando l’ equazione di ima retta che passa pel 
punto (xV) ed è perpendicolare al raggio condotto per lo stesso 
punto. Noi abbiamo preferito il metodo precedente si perchè più 
generale , e lo adotteremo per le altre curve , si per mostrare che 
tutte le proprietà di una curva possono dedursi dalla sua equazione, 
senza conoscere anticipatamente la teoria geometrica delle cune. 
Cosi nell’ esempio in esame l’ equazione xx'-(-jq('=r* che abbiamo 
de^tth Mmr equ azione del cerchio può senire a dimostrare che 
la tangenteSr>pRMA., 44 l 8 j;p^>colare al raggio. 

84. Trovare V eaimxint>7 ‘3!K »^fj^Mnu al cerchio 
Ax*-t-Bxy-hAy*-f-D^+^>i^r==® • 
riferito a due assi qualunque , essendo B=2 

Si formerà come nell' articolo precedente l' equ^K®"® 
giungente i punti (xV), W), e tenendo contolllif * 

predetti stfno sulla circonferenza del cerchio dato si avrà 

un'espressione che non diviene indeterminaU , quando i due 
coincidono. * 

La condizione che i due punti (x'y') , (x"y") sono sulla 
conferenza del cerchio proposto' è espressa dalle equazioni 
Ax'« +Bx' y' 4-Ay'* h-Dx' -|-Ey' -»-F=0 

Ax"»-HBx"y"4-Ay"»-f-Dx"+Ey"-t-F=0 

dalle quali sottraendo si deduce 

A(x'*— x''*)4.B(x'y'--x''y'')-hA(y'*— y''»)-FD(x'-x''H-E(yW'\ipO 

e siccome » r*- 

• ^'y'-x"y"=x'(y'-y')-l-y"(x'_x") 
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sostituendo questa espressione , dividendo per x — x” , e risolvendo 

. v*— v" . , 

r equazione per rispetto ad ^ si à 

• y — y" A(ac'-Hc")+By''-t-D . 

a:''“~A( j'4-y"H-B<c'+E ' 

L’ equazione della secante sarà dunque 

y — y* A(x'-Kr")-l-By"-f-D 

x—x'~ A(y'+y")4-Bx'4-E 

e ponendo x'=x'' , y'=y" si à per la tangente 1’ equazione 
y—y'_ 2Aa;'+By'+]» 

X — 2Ay'-f-Bx'-f-E 

ovvero riducendo , c tenendo conto che il punto {x'y') è sulla 
circonferenza , viene 

(2Aa:'+By'+D)x-H2Ay'+Bx'-t-E)tH-Dx'-l-Ey'-l-2F=0. 

Esemp. 1. Trovare la tangente al cerchio (x — 2)*-f-(y — 3)*=10 
nel punto (S , 4). 

Ritp, 3x-f y=19. 

Eiemp. S. Qual’ è V equazione della secante il cerchio **-f-y*=r* 
nei punti (x'y^ , (x"y") ? 

Jtùp. (x'+*'')x-Ky'+y'')r=^+*'*"-l-v'!t''- 
Etemp. 5. Qual’ è la condizione perchè la retta Ax-t-Byi-C=0 sia 
Ungente al cerchio 

(x— o)*+(y — b)*=r* t 

Afl I Bò t C 

Bisp. — — ■ ■ =i» : cioè che la perpendicolare abbassata dal pun- 

to {ab) sulla retta sia uguale al raggio. 

85. Trovare i punii di contado delle langenli condotte ad un 
cerchio da punto dato. 

Sia (x'y') il punto dato, cd (x"y") il punto di contatto. L'equa- 
zione della tangente sarà (ar/. 85) xx"+yy"=f, e poiché deve 
passare pel punto (x'y') si avrà la condizione x'x"-t-y'y^'=r». Di 
più essendo (x”y'') un punto del cerchio si avrà pure l' altra con- 
dizione x"*+y"*=r*. 

Queste equazioni serviranno a determinare le coordinate x” , y'' 
e si à 


r*a.'±ry>i/x'»-4-y'»— r* „ rV:r^rx'l/x'«-i-y'«— r» 

jf'l_|_y'« ’ * x'*-fy» 


dalle quali si deduce che in generale per un punto qualunque si 
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possono condurre due tangenti al cerchio ; che sono reali quaO' 
do cioè quando il punto dato è fuori del cerchio ; sono 

immaginarie quando x'*-+-y'*<Cr*, ossia quando il punto dato è dentro 
il cerchio ; finalmente che sono coincidenti quando «'•+y'*=r*, 
vale a dire quando il punto dato è sulla circonferenza. 

8G. Trovare la congiungerUe i punti di contatto dette tangenti 
al cerchio condotte da un punto. 

L' equazione della congiungente i punti di contatto si ottiene 
formando l’ equazione della retta che congiunge i due punti (ar'V ') 
le cui coordinate si sono troyate' nell' articolo precedente. Ma per 
r osservazione fatta nell’ articolo 29 possiamo immediatamente rin- 
venire r equazione cercata. Infatti : poiché tra i punti di contatto 
ed il punto dato (i'y') si ù la relazione x'x"-hy'y"—r* ; è chiaro 
che x'x-hy'y^^* rappresenterà la congiungente i punti di contatto 
le cui coordinate si sono ottenute determinando i punti comuni 
al cerchio x*-t-y*=r* e la retta x'x+y'y~t* , le quali perciò ve- 
rificheranno quest’ ultima equazione. 

La congiungente xx' +-yy'—r* che’ è reale anche quando i 
punti di contatto sono immaginarii ai è chiamata la polare nel 
cerchio del punto {x'y'). Questa -retta è perpendicolare alia con- 
giungente il punto {x'y’) col’ centro del cerchio {x'y — y'x=0) , e 

r* 

la distanza dal centro ( art. 25 ) è Quindi per co- 

ì^x'*-i-y'* 

struire geometricamente la polare del punto P , si congiunge questo 
punto col centro C , si prende su questa congiungcnte la porzio- 
ne CM talché sia CM-CP=r’‘, e dal punto M si conduce la per- 
pendicolare. 

L’ equazione della polare é simile a quella della tangente , nel 
caso della polare il punto {x'y') è qualunque , nel caso della tan- 
gente è un punto della circonferenza ; che se nel primo caso il 
punto {x'y') si suppone anche sulla circonferenza , la polare c la 
tangente saranno coincidenti. 

87. Trovare V equazione della polare del punto {x'y'} nel 
cerchio .Vx*-l-Bxi/-l-.V!/*-t-IXjC-l-Ei/-f-F=0. 

Procediamo come nell’ articolo precedente. L' equazione della 
tangente , al cerchio proposto nel punto {x"y'') è (art. 84) 
(2Ax-f-B!/-t-n).c''-+- '2Ay-l-Bx-t-EÌ!/"-t-I)x-t-E!/-t-2F=0. 
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Questa equazione esprime una relazione tra le coordinate di 
lutti i punti della tangente , e quelle del punto di contatto (x"*/") ; 
talché se supponiamo conosciute le coordinate x',y' di un punto 
qualunque della tangente ed ignote quelle del punto di contatto , 
la relazione precedente diviene 

+2F =0 

che sarà l’equazione di una retta che passa pei punti (x''y") di 
contatto , perchè le coordinato di questi punti la veriflcano ; c 
perciò rappresenterà la congiungentc cFrcata. Questa equazione ò 
simile a quella della tangente. 

Cor. Se il punto (x'y') è l’origine, la polare sarà 
Dx+Ey-+-2F=rO. 

E$emp. 4. Trovare la polare del punto (4,4) nel cerchio 
(x— l)*-|-(y-2)*=13; 
lìisp. 3x4-2i/==20. 

Etemp. S. Trovare la polare del punto (1 , 5) nel cercliiu 
x*-t-y* — 3x— ly=8. 

Jtisp. Sx+Cy=^i8. 

Etemp. 3. Trovare il polo della retta AoH-By-l-C=0 nel cerchio 
,r*-|-y*=r*. 

BUp. Paragonando l’ equazione proposta con la forma xx'+yy'=r* si 

Etemp. 4. Trovare il polo di 3x-|-4y=7 nel cerchio x’+y*=H. 

Ritp. (6 , 8j. 

Etemp. 5. Trovare il polo di ^-t-3y=6 nel cerchio 
(x-l)*-+-(y-2)*=12. 

Ritp. (—11,— 10). 

88. Trovare la lunghezza della langetUe condotta da un punto 
qualungue al cerchio (x — a)»-t-(y — b)*=r». 

Poiché nel cerchio la tangente è perpendicolare al raggio , 
è chiaro che il suo quadrato sarà uguale al quadrato della distanza 
di un punto qualunque della tangente dal centro meno il quadrato 
del raggio cioè uguale ad .,1 

(x— a)*+(y — 6)‘— r* , 

dunque il quadrato della tangente condotta dà un punto qualunque 
al cerchio (x — a)*+(y — ò)* — r*=0 si ottiene sostituendo in luogo 
(li X ed y le coordinate di questo punto nell’ equazione del cerchio. 
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Nelt' articolo 78 abbiamo veduto come l’ equaiione generale 
del cerchio riferito ad assi ortogonali 

Ax* + Aj/*-i-Dx-l-EyH-F =0 
può tradursi nella forma 

(x — a)*-t-(y — 6)*=r* 

quindi conchiudiamo che il quadrato (fella tangente al cerchio la 
cui equaiione è data nella sua forma generale si ottiene divi(tendola 
pel coefficiente di x* , e sostituendo le coordinate del punto dato 
in luogo di X ed p. 

Se il punto dato ò l' origine, il (piadrato della tangente con- 
dotta dall' origine sarà espresso dal termine noto diviso pel coef- 
ficiente di X*. 

Lo stesso ragionamento può anche applicarsi nel caso degli 
assi obbliqui. 

89. Trovare il rapporto dei segmenti nei quali la conpiun- 
gente dei punti (x'y') , (x"y") è divisa da un cerchio. 

Per quello che abbiamo detto nell’articolo 38 le coordinate 
di un punto qualunque della congiungente saranno delia forma 
lx"-hmx' 

sostituendo questi valori nell’ equaiione del cerchio x*-+-y* — r*=0, 
fatte le riduzioni , si avrà 1' equaiione 

l•(x"•-|-y"«— r*)+- 2 fm(x'x"-t-yy'— r»)-hm»(x'«4-y'*— r»)=0 

dalla quale potremo ricavare i valori di ^ , e quindi le coordinate 

dei punti nei quali il cerchio incontra la retta. La simmetria dei 
risultaroenti rende questo metodo più elegante di quello che ab- 
biamo adoprato nell’articolo 80. 

Se il punto (x'YO à sulla polare di (x'y^ saràx'x"-t-y'y'' — r*=0 
(art. 8ff); e l’ equazione precedente sarà il prodotto di due fattori 
della forma l+im , l — (*m. Dunque la congiungente dei pun- 
ti (x'tj') , (x"y") è divisa internamente ed esternamente nella stessa 
ragione ; donde il noto teorema : ogni retta condotta nel cerchio 
da un punto, è divisa armonicamente dal punto, dal cerchio, e dalla 
polare del punto. 

90. Trovare r equaiione^eìle tangenti condotte al cerchio da 
un punto dato. 
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Nell' articolo 85 abbiamo trovate lo coordinate dei punti di 
contatto; sostituendo quindi questi valori neirequaiioneica^'+y«;"=r*, 
si i per le due tangenti l' equazioni 

— x'* — y'*)4-(xy'— yx')t/x'*-+-y'* — r»=0 

r(xx'-)-yy ' — x'* — y'*) — (xy' — yx')k^ x'*-+-y'* — r* =0. 

Moltiplicando queste equazioni si avrà l' equazione delle due 
tangenti la quale non conterrà radicali. 

Possiamo però pervenire alla stessa equazione con un anda- 
mento piu semplice per mezzo dell' articolo precedente. Intatto 

l’equazione mediante la quale si determina il rapporto ^ deve 

avere le radici uguali nel caso della tangente : quindi se x"y'' esprime 
qualunque punto delle tangenti condotte pel punto x'y' le sue coor- 
dinate dovranno vcriQcare l' equazione 

(x^-t-y'* — r*)(x*-f-y* — r*)=(xx'-l-yy' — r*)* 
che sarà perciò l' equazione delle due tangenti. È facile veriflcarc 
che eseguendo il calcolo accennato nella soluzione precedente si 
perviene al medesimo risultamento. 

91. Determinare l'equazione del cerchio che passa per tre 
punti dati. 

Sostituendo nell’equazione generale x*-i-y*-l-Dx-i-Ey-i-F=0 
le coordinate dei punti dati si avranno tre equazioni dalie quali 
si potranno dedurre le indeterminate D , E , F. 

Esemp. /. Determinare il cerchio che passa per l’origine e pei 
punti (2,3) ,(.•!, 4). 

Sarà F=0 , 13-|-2D-t-3E=0 , 25-f-3D-i-4E=0 dalle quali si de- 
duce Dc=— 23,E=11. 

Etemp. 2. Determinare il cerchio che passa pei punti(l, 2), (1,3), (8, 5). 

Sarà 5-f-D-|-2E-|-F=0,10-i-D-|-3E-hF=0,29-|-2D-i-5E-|-F=0 
dalle quali 

D=— 9 , E=— 5 , F=14. 

Etemp. 3. Determinare il cerchio che passa pei punti 
(2,-3), (3, - 4 ), (-2,-1). 

RUp. D=8 , E=20 , F=31. 

Etemp. 4 Determinare il cerchio che incontra l’asse delle ce nei 
punti che anno per ascisse a e b. 

Ritp. D= — (<H-6) , F=oò , E indeterminata. 
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E$mp. 6. Presi gli stessi essi dell’esemp. 1 dell’ art. 48 deter- 
minare il cerchio che passa per 1’ origino R e pel punti mediidei lati AC , BC. 

RUp. 2p[x*+y‘]—T[i—t')x—{p*+i*')y=0- Questo cerchio passa 
pure pel punto medio della base AB. 

92. Delermituire l' equazione che passa per tre punti in fun- 
zione delle coordinate dei punti predetti. 

Siano (x’y') , (x"y") , {x"'y"') i punti. Sostituendo queste 
coordinate nella forma generale si avranno le tre equazioni 
x'* -t-Dx' +Ey' -t-F=0 

aJ'« -+-Dx" -i-Ey" -+-F=0 

-l-Da;"'-i-Ey"'-+-F=0. 

dalle quali ricavando i valori di D , E , cd F , c sostituendoli nella 
forma generale si à 

(x« +y )[a:' (y"-y'")+^"(y"-v' -y")] 

+y'^ )[a:"(y"'— y )+-c"'(y — y")+a: (y" — y'")] 
-t-(x"«+y"*)[^"'(y — y' {y' —y"')+x' {y"'—y )J 
_\x"’*-i-y"'*)[x (y' -y")+x' {y"—y )W'(y — y' )]=0- 

Volendo la condizione perchè quattro punti siano sulla circon- 
ferenza di un cerchio basterà sostituire x^ , y, in luogo di x cd y 
nell’ equazione precedente. Ecco il significato geometrico della con- 
dizione anzidetta. Se A , B , C , D sono quattro punti posti sulla 
circonferenza di un cerchio , cd 0 un punto qualunque , la con- 
dizione precedente si traduce in 

ÒT BCD-t-ÓC • ABD=ÓB • ACD4-0D* ABC. 

93. Chiuderemo questo capitolo cercando f equazione polare 
del cerchio. 

L’equazione polare del cerchio si può ottenere sostituendo i 
valori x=pcos9 , y=psenO {art. 12) in una delle forme 
A(x’+y'*)-f-Dx-+-E!/-t-F=0 , (x — a)*-+-(y — 
o pure si può trovarla direttamente movendo dalla definizione del 
cerchio nel seguente modo. 

Sia 0 il polo, C il centro del cerchio ed OC l’asse polare {(ig. 34) 
Pongasi OC=d • OP=p , ang POC=® avremo ^ 

l»C=OP-l-OC — 20P- OCcos POC 

cioè 

r*=v»*-l-d* — cos^ 
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(lallu quale 

(»• — 2p<k!<»s9-f-rf* — r*=0 
che sarà l' equazione polare del cerchio. 

Se r asse |)òlare fa con OC un angolo « , rcquazionc sarà {art. W, 
P* — ^2rfpeos(« — — r*=0. 

S«! il polo è sulla circonferenza sarà r—d e l'equazione diverrà 
P=2rcosfl. 

Questa equazione potea anche ottenersi esprimendo algebri- 
camente la proprietà geometrica che l'angolo inscritto nel semi- 
cerchio è retto : ovvero sostituendo nell' equazione a;*-(-j/*=2i r 
i valori asrpcosS , y=psenfl. 

• 

CAPITOLO VII. 

TEORRMI , ED ESEMPI SPI. CERrmo. 

94. Nel capitolo precedente abbiamo determinato le princi- 
pali forme dell' equazione del cerchio e delle rette più rimarchevoli 
relative ad esso : passiamo ora a degli esempi di tali equazioni , 
applicandole alla dimostrazione delle principali proprietà di questa 
curva. E poiché nel Capitolo 111 abbiamo sufficientemente dichia- 
rato il modo come in generale si applica il metodo analitico alla 
soluzione dei problciiii crediamo di sopprimere in ciò che segue 
tutte quelle particolarità cho possono facilmente supplirsi dopo la 
lettura degli esempi riportati nel capitolo predetto. 

Daremo in principio degli esempi di locali circolari , i quali 
serviranno come ad applicare il metodo di determinare la posizione 
del cerchio mercé la sua equazione , o assegnando le coordinate 
del centro ed il raggio come nelf art. 78 ; ovvero i punti nei 
quali incontra gli assi come nelf art. 82. 

Etetnp. /. Data la base e l’angolo al vertice di un triangolo trovare 
il luogo del vertice. 

Presa la base per asse delle x, e la perpendicolare condotta pel punto 
medio per asse delle y ; sia 2e la base ed a; . y le coordinate de| vertice. 

La tangente dell’angolo CAB [fig. 35) ovvero ; e quella 

GS « 

dell’ angolo CBR — , ossia — ^ • Calcolando per mezzo di queste e- 

BR c J? 

Geom. Atial. 
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spressioni la tangente della somma degli angoli CAB e CBA e ponendo 
la uguale a meno la tangente dell’ angolo in C, si à, fatte le riduzioni, 
r equazione 

— 2eycotC — a*=0 

la quale rappresenta un cerchio , che passa per le estremità delia base , 
à per raggio — e per centro (0,cotC). Il centro sarà al di sopra , 

8CD Ci 

n al di sotto , 0 sulla base secondo che l’ angolo dato C è acuto , ottuso, 
o retto. 

Esfmp. 2. Risolvere lo stesso problema prendendo due assi qua- 
lunque. 

Siano {x'y ’] , {x"y") le estremità della base. L’ equazione di un lato. 

sarà 

y — y’=m[x — x') 

e quella dell’ altro lato che fa col precedente l’ angolo C sarà {art. 42) 
(l+m tang C) (y— y")= (m— tangC)(x— x"). 

Eliminando m tra queste equazioni si à per la locale ' 
iangC[(i/— y') (y— y")+(x— x')(®— x")l+a(y'— y")— y{a:'-x")+x'y"— y'x"=0 
la quale si riduce a quella dell’ esempio precedente ponendo 
y'=y»=0 , x'=C , x"=— C. 

Se r angolo C è retto i lati saranno 

y — y'=a»(x— x') m(y — y")-|-(x— x")=0 

e la locale 

(y— y') (y—y")+(*— «')!(*— 

Etemp. S. Data la base di un triangolo e l’ angolo al vertice tro- 
vare il luogo del punto d’ incontro delle perpendicolari ai lati condotte 
per le estremità della base. 

L’ equazioni delle perpendicolari ai lati condotti per le estremi- 
tà (x'y') , [x"y") della base sono 

m(y— y")-H*— * {»»— tangC) (y— y')-f-(l-l-«»tangC)(x— x')=0 
dalle quali eliminando m si à per la locale l’equazione 

ungC[(y-y')(y-y")4-(x-x')(*-x")]=x(y'-y")-y(x'-x")-+-x'y"-y'x'' 

la quale differisce da quella dell’ esempio precedente solo pel segno 
di tangC ; e perciò rappresenta il luogo del vertice di un triangolo che 
à per base la retta data e per angolo al vertice il supplemento dell’ an- 
golo dato. 

Esemp. 4. Data la base di un triangolo e la ragione dei lati , tro- 
vare la locale del vertice. 

Presi gli stessi assi dell’esemp. 1 e chiamando — la ragione dei 
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Iati , si à per la locale 1’ equazione 

la quale rappresenta un cerchio il cui centro è sull’ asse delle a; distante 
dall’ origine per c il raggio è uguale , c, e taglia la base uci 

ponti ar== *”~^" c , ed x= ”~" c E siccome x=±c sono le estremità 
m — n m-i-n 

delia base , è chiaro che i punti nei quali il cerchio incontra la base 
la dividono nel rapporto di 

E$emp. S. Data la base di un triangolo , m volte il quadrato di 
un lato , e ±n volte il quadrato dell' altro Iato , !trovare il luogo del 
vertice. 

Ri$p. Un cerchio che à per centro <^ > • 

Esemp. 6. Trovare il luogo di un punto , talché il quadrato della 
sua distanza da un punto dato sia proporzionale alla distanza eh’ esso 
serba da una retta data. 

Etemp. 7. Una retta di lunghezza costante si muove con le sue 
estremità tra due rette fisse , ed agli estremi della retta mobile si con- 
ducono le perpendicolari alle due rette fisse ; si domanda il luogo del 
punto d’ incontro di queste perpendicolari. 

Ettmp. S. Dato un numero qualunque di punti , trovare il luogo 
del punto , talché m' volte il quadrato della sua distanza dal primo , 
più m" volte il quadrato della distanza dal secondo , ccc. sia uguale 
ad una costante ; ovvero , secondo la notazione dell’ art. 49 esemp. 4 
talché S(mr') sia costante. 

Siano x,y le coordinate del punto incognito ed (x'y') , (x''y") , 
[x"‘y"') , ecc. . . i punti dati. I quadrati delle distanze del punto xtj 
da ciascuno dei punti dati saranno 

[x—x' )*-f-(y— y' )• 

(x— x" )s-(y— y" )• 

(x-x'")--h(y-y"')*. 


Quindi moltiplicando la prima per m' la seconda per m" ecc... ed 
adottando la notazione dell’art. 49 esemp. 4 si avrà per la locale l’equazione 
5(m)x*-l-2(m)y» — 2S(mx')x — 2S(my')y-|-S(mx'*)4-2(my'*)=C 
la quale rappresenta un cerchio , il cui centro avrà per coordinate 
StW) 5(*ny') 

V(m) ' 5'-' 
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ossia il centro del cerchio sarà il punto cbu nell’ art. 49 esemp. 4 abbiamo 
chiamato' il centro delle distanze proporzionali dei punti dati. Il raggio 
sarà dato dall’ equazione 

R»ai{»n)=S{i;ir*) — 

nella quale S[mr*]=C esprime la somma di m rotte il quadrato della 
distanza di ciascun punto dato da un punto qualunque del cerchio, 
e S[mp*) la somma di m volte il quadrato della distanza di ciascun punto 
dato dal centro delle distanze proporzionali. . 

95. Ecco degli esempli che serviranno come applicazione del 
problema che abbiamo risoluto nell’ art. 80 , di derminare , cioè, 
i punti comuni al cerchio ed alla retta. 

Esemp. 4. Trovare il luogo dei punti medii delle corde parallele 
condotto in un cerchio. 

Sia xeosa+yseno — ^=0 l’equazione di una corda qualunque , nella 
quale 1’ angolo a è dato . e p è una quantità indeterminatta. Le ascisse 
dei punti comuni a questa retta ed al cerchio saranno date dall’ equa- 
zione (ari. SO) 

X* — ^^ccosa-f-p* — r»sen* az=sO. 

Cliiamaudo x' , x" le radici di questa equazione è chiaro che — ^ — 

(art. 7] sarà l’ascissa del punto medio della corda, la quale per la 
teoria delle equazioni sarà espressa da pcos*. Similmente si trova che 
l’ordinata del punto medio della corda è espressa da psen>. Qgindi 

r equazione del luogo cercato sarà |=tanga , vale a dire una retta 

condotta pel centro del cerchio perpendicolare al sistema di corde ; perchè a 
è l’angolo che la perpendicolare alla corda xeoso+y seno — pssO (a con 
r asse delle x. 

Esemp. 2. Trovare la condizione perchè le congiungenti il pun- 
to x'y' coi punti comuni al cerchio ed alla retta xcos»-+-ysen«— p=0 
facciano un angolo retto. 

Abbiamo veduto nell' art. 94 csem. 2 che la condizione perchè 
le congiungcnli del punto x'y* coi punti x"y" , x'"y"' facciano un an- 
golo retto è 

[x'-x") [x'—x"')+{y'—y") (y»— y'")=0. 

Supponendo ora che i punti x"y" , x"'y"' sono comuni al cerchio 
rd alla retta proposta, avremo come nel precedente esempio 
x"-\-x"’=z2p cos * , x"x’"=p* — r • sen • » , 
sei! * , y"y"’=p»— r« cos “ 


.V 
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Suktitucndo questi valori neU’ equazione precedente si à per la con* 
dizione cercata 

cos »--2py'8en*-l-2p* — r*=:0. 

Etemp. 3. Posto che la condizione del problema precedente ò ve- 
rifìcata , trovare il luogo del punto medio della congiungcnte i può* 
li x"y" , x'"y"'. 

Siano x,y le coordinate del ponto medio , avremo come nell'esem. 1 
x=pcos » , y=psen« , a;*-+-y*=p* 

sostituendo questi valori nella condizione deU’ esempio precedente si à 
pel luogo cercato l’ equazione 

(«— ar')*+(y— jfT+*"-f-y’= «’* • 

Etemp. S. Posto , come nel problema precedente , che la condizione 
dell'escmp. 2 è verificata , trovare il luogo del piede della perpcndicplare 
condotta dal punto x'y' sulla corda che congiunge i punti x"y",x"'y"'. 

Le coordinate del piede della perpendicolare sono determinate dalle 
equazioni 

xcos«-|-ysen»=p ; {x — x'jsen» — (y — y')cos«=.0 
e ponendo per brevità 

R*=r(x— x')*+(y— y')» 

avremo * 

R sen , R cos «=[x — x') Rp=x»-i-y* — xx' — yy ' 

ma la condizione deU’esemp. 2. si traduce nell’altra 

0=x'*-|-y'* — r*-f-2p(p — x' cos » — y' sen *) 

=x'*+y'* — — x') cos i»-t-(y-*-y')scu »] 
ma [x — x')cos«H-(y — y')senae=R 

quindi sarà 

«'‘-t-y” — r*-f-2(x»+v* — — yy' )=® 

cioè il luogo cercato è lo stesso di quello trovato nell’ esempio precedente. 

Etemp. 5. Data una retta ed nn cerchio , trovare un punto , talché 
condotta per questo punto una corda qualunque al cerchio , il prodotto 
delle distanze delle estremità della corda dalla retta sia costante. 

Si prenda la retta per asse delle y , e la perpendicolare a questa 
condotta dal centro del cerchio per asse delle x ; c sia p la lunghezza 
di questa perpendicolare. L’ equazione del cerchio sarà ( art. 77 ). 
^’^x—p)*=r'. 

Inoltre chiamando x' , y' le coordinate del punto cercato , l’ equa- 
zione di una retta qualunque condotta per questo punto sarà 
y — y'=:m(x— x') , ovvero y=»nx-f-y' — mx'. 

Sostituendo questo valore di y nell’ equazione del cerchio , le ascisse 
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dei punti comuni al cerchio ed alla retta saranno date dall' equazione 
(l-|-u»*)**+[2»n(y' — mx') — — r»=0 : 
e poiché le radici di questa equazione sono le distanze delle estremiU della 

corda dalla retta data , sarà ( per la teoria delle equazioni ) 

il prodotto delle distanze predette. 

Perchè questa espressione sia indipendente da m , è necessario che 
il numeratore sia divisibile pel denominatore ; il che avviene quan- 
do v'=^i x'*=p* — r*. Vi sono dunque due punti che soddisfano 

alla condizione richiesta ; e questi punti sono posti sull’ asse delle x , e 
la distanza dall’origine è uguale alla tangente condotta dall’origine al 
cerchio dato. 

Etemp. 6. Se per un punto preso sul diametro di uii cerchio si 
conduce una corda qnaliuique , e le sue estremità si conginngono con 
una delle estremità del diametro , queste congiungenti incontreranno 
la tangente condotta per 1’ altra estremità del diametro in due punti , 
talché il prodotto delle distanze di questi punti dal punto di contatto 
è costante. 

Si prenda il diametro per asse delle x , ed una delle sue estremità 
per origine. L’espiazione del cerchio sarà x*-f-y*=2rx (art. 77. cor. J). 
e quella di una corda qualunque condotta per un punto del diametro 
sarà y=m[x — x'). Combinando queste equazioni si avrebbero le coor- 
dinate delle estremità della corda e quindi le congiungenti di questi punti 
con una delle cst^mità del diametro. 

Ma possiamo ottenere l’ equazioni di queste congiungenti in modo 
più diretto. Intatto ; se combinando 1’ equazioni precedenti si può per- 
venire ad una funzione omc^enea di 2.* grado , questa equazione per 
r articolo 68 rappresenterà dqe rette condotte per l’ origine , le quali 
saranno evidentemente veriCcate dalle coordinate dei punti comuni al 
cerchio ed alla corda. 

Poniamo l’ equazioni precedenti sotto la forma 
«*-f-y*=2rx , mx'=mx — y 
moltiplicando 1’ una per l’ altra si à 

fux'(x*-f-y*)=2rx{mx — y). 

Questa equazione omogenea rispetto ad x ed y rappresenta le due 
congiungenti , e potrà scriversi nel seguente modo 
mx' • y»+2rxy-+-/n(x' — 2r)x*=0. 

Il prodotto dei valori di y corrispondenti a valori qualunque di x 
sarà è indipendente da m. Le parti che le congiungenti 


( 87 ) 

tagliano sulla perpendicolare al diametro condotta per nna estremità si ànno 


ponendo af=2r nell’ espressione precedente la quale diviene 4r* — — — 

ed esprimerà il prodotto delle parti anaidcUc , il quale sarà costante per 
lo stesso valore di x'. 

96. Passiamo ora a dimostrare alcune proprietà della polare 
di un punto nel cerchio deducendolc dalla sua equazione. 

Condona per un punto fis$o una corda nel cerchio , e per le 
due estremità le tangenti , trovare il luogo del punto d'incontro. 

Sia XY un punto qualunque del Inogo cercato. Le tangenti con- 
dotte per questo punto saranno espresse dallequazione Xa;-|-Yy=r*; 
la quale rappresenterà pure la congiungentc dei punti di contatto. 
E poiché questa retta deve passare pel punto dato (x'y‘) , avremo 
la relazione Xx'-t-Yy'=r*. Dunque il luogo cercato è la polare 
del punto {x'y'). 

La stessa proprietà può enunciarsi nel seguente modo. Se un 
punto è posto sulla polare di un altro punto, questo sarà posto 
sulla polare del primo. 

Poiché la condizione x'x"-\-y'y"=r' che esprime che il pun- 
to x'y' è posto sulla polare di x"y" esprime pure che il punto x"y" 
è posto sulla polare di x'y'. 

97. Se per un punto O ai conducono due secanti al cerchio , 
e ti congiungono t punti net quali incontrano il cerchio ; se le con- 
giungenti dirette s' intersecano in P , e le congiungenti in diago- 
nale tn Q ; la retta PQ sarà la polare del punto O. 

Si prendano le due secanti per assi e siano à , a' ,b ,b' le 
distanze dei punti , nei quali il cerchio incontra questi assi , dnl- 

r origine 0. Saranno — 1=0 , — 1=0 l'equazioni delle 

se V se 

congiungenti dirette; ed — 1=0 , --hp— 1=0 l' equazioni 


se se V ^ 

delle congiungcnti in diagonale : quindi ^-l-^,-l-^-t-|r-2=0 sarà 

r equazione della retta PQ ; poiché (art. SS) passa pel punto comune 
se V se V 

alle rette — 1 ® punto comune alle altre 


A * • 
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Sia ora A**4-Bry4-Ay*-t-Dx-*-Ey-4-F=D l'equazione del cerchio: 
le disianze a , ed a' saranno date dall' equazione Ax*+Dx-f F=0 , 
c le altre b,b' dall' equazione Ai/*4-Ey-t-F=0 e perciò Stirii 

1 1__D 1, 1__E 

F ’ ò“^6'“ F ’ 


e r equazione della retta PQ diviene 

Dx-f~Ey“4“2F=0 


che è l’equazione della polare del punto O {ari. 87). Si vede 
dunque che qualunque siano le secanti condotte pel punto O il 
luogo dei punti P e Q sarà la polare del punto 0. 

98. Doli due punii qualunque A e B , e <e loro polari nel 
cerchio 0 : se per A si conduce la perpendicolare AP sulla polare 


di B, e per B la perpendicolare BQ sitila polare di A, sarà * 

L’ equazione della polare di A(x'y') ò xx'+yy'=r ‘ , e la 
perpendicolare BQ abbassata su questa retta dal punto B(x"y") verrà 

espressa {art. 27) da - ^ : o poiché \/x'*+y=\0 ; 

V' x'*~i~y'e 

sarà AO-BQ=x'x"+y'y"— r*. 

Similmente si dimostra BO-AP=x'x"-i-y'y" — r* ; quindi 

, AO BO 
sarà ^p-gQ • 


99. Se in un dato' cerchio si prendono le polari dei tre vertici 
del triangolo ABC, si avrà un altro triangolo A'B'C', (A' sarà 
il polo di BC, B' di AC , e C' di AB) ; e le congiungenti AA' , 
BB' , CC' passeranno per lo stesso punto. 

L’equazione della congiungente il vertice A(x'y') col punto 
d' incontro A' delle polari xx"+yy"=r* , xx"'-i-yy"'=r* è {art.36) 
(x'x"'+y'y"'_r»)(xx"4-yy"-r*)-(x'x"-fy'y"-r*){xx'"+yy'"_r*)=0 
Similmente si à per le congiungenli BB' , e CC' l' equazioni 
(.r'x"+y'y"_r*)(xx'"H-yy'"— r*) — (x"x'"-4-y"y'" — r*)(xx'-|-yy' — r*)=0 
(x"x"'+y"y"'— r*)(xx'-q-yy' — r*)— (x'x"'-|-y'y'"— r*)(xx"-t-yy" — r*]=0 
queste tre equazioni per l’ art. 37 rappresentano tre rette che 
passano per lo stesso punto. 

Ecco un caso particolare del teorema precedente. 

Se un cerchio è iscriM in un triangolo , le congiungenli i 
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verlici coi punti di contatto dei lati oppotti passeranno per lo stesso 
punto. 

Etemp. Dimostrare che i tre punti d’ intersezione di AB ed A'B', 
di AC ed ATI' , di BC e B'C' sono in linea retta. 

100. Nelle quistioni relative al cerchio ò spesso utile di espri- 
mere la posizione di un punto x'y' della circonferenza per mezzo 
dell’ angolo che il raggio in questo punto fa 'con l' asse delle .r. 
Cosi chiamando 6' quest’ angolo sarà a:'=rcos9' , j/'=rsen9' ; e so- 
stituendo questi valori le espressioni in generale diverranno più 
semplici. 

1/ equazione della tangente nel punto x'y' diviene 


L’ equazione della corda che congiunge i punti ar'y' , x"y" che 
h {art. 83) 


sostituendo i valori precedenti diviene 

X cos sen 1(9' +9")=r cos |(9'— 9'') 

essendo 9' e 9" gli angoli che i raggi condotti ai punti x'y ' , x"y" 
fanno con l’ asse delle x. 

La stessa equazione può anche ottenersi direttamente , par- 
tendo dall’equazione della retta ajcosa-t-y scna=p. 

Infatto : l’ angolo che la perpendicolare alla corda fa con l’ asst? 
delle X , è metà della somma degli angoli che i raggi condotti al- 
r estremità della corda fanno_ con lo stesso asse : e la perpendico- 
lare p sarà espressa da rcos|(9' — 9"). 

Esemp. 1. Trovare le coordinate del punto d’ incontro delle tangenti 
condotte da due punti dati sulla circonferenza di un cerchio. 

< Le tangenti essendo xcos9'-+-ysen9'=r , afcos9"-l-yscn6"=r le 
coordinate del punto d’incontro saranno 


Sostituendo i valori x'=r cos9' , y'=r seno' , *"=r cos6" , y"=rsen« " 
nell’espressione (a:' — a:")»-|-(y'— y")*=costante , si à cos[o' — #")=cost. 
ovvero O' — o'!=cost. Dinotando ora con 2rsen* la lun^uzza della corda 
data sarà 0'— 0"=28 ; e le coordinate trovale nell’ esempio procedente 
verificheranno la condizione (a;*-+-y*)coB**=»^. 

(ieotn. Anal. 12 


«cos 9'-+-y sen 0' =r. 


x{x'-^x"')+ì/^y'+y" )=r* +x’x"-iry'v" 



Esemp. 2. Trovare il luogo del punto d’ incontro delle tangenti 
condotte dalle estremità di una corda di lunghezza costante. 
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' Etemp. 3. Quale è il luogo del punto in cui una corda di lun- 
ghezza costante è tagliata in un dato rapporto. 

Delcrminando conte nell’ art. 7 le coordinale del punto nel quale 
una corda costante è tagliala in un dato rapporto , si vedrà facilmente 
eh’ esse verificano 1’ equazione a:*-t-y*=cosl. 

Etemp. 4. Le diagonali dì un esagono circoscritto ad un cerchio 
si tagliano in un punto. 

Siano , 2^ , 2/ , 2$ , , 24 gli angoli che i raggi condotti ai 

ponti di contatto dell’esagono fanno con l’ asse delle ascisse. L’equazione 
della congiungente il punto delle intersezioni delle tangenti in 2«, e 
con quello delle tangenti in 23 e 2< , sarà 


^^^-^^^^[xcos(*+3)-i-yBen(»4-3) — rcos(»— 3)]-|-^ 

— cosC9+i)+y scn (j3+«)— r cos 1[|5-.)] j 

la quale sommata con due altre equazioni della medesima forma che 
rappresentano le altre diagonali , dà una somma identicamente nulla. 

101. Abbiamo veduto che nell' articolo precedente l’ equazione 
della tangente al cerchio a:*-+-y*=r* è della forma xeosS+y sen 9=r 
Similmente si troverebbe che l’ equazione della tangente al cerchio 
(x — a)*-l-(y — b)*—r* è (x — o)cosfl-f-(y — 6)sen9=r. 
Reciprocamente un’ equazione della forma (x — a)cos9-f-(y — 6)sen9=r 
contenente un’indeterminata 9 rappresenta una tangente al cer- 
chio (x — a)*-t-(y — 6)*=r*. 

Etemp. 4. Se una corda di lunghezza costante è inscritta in un 
cerchio , toccherà costantemente un altro cerchio. Infatlo l’ equazione 
della corda xcos|{6'-H>'')-|-ysen J(6'-M")=rcos|(ò'— «") trovata nel- 
r articolo precedente contiene la sola indeterminata ò'+t" , e perciò 
sarà tangente al cerchio x*-f-y*=r* cos* 8. 

Etemp. 2. Dato un numero qualunque di ponti ed una retta, se m' 
volte la perpendicolare abbassata dal primo punto sulla retta , -|-m" volte 
la perpendicolare abbassata dal secondo ponto, -|-ecc. è costante, la retta 
toccherà sempre un cerchio. 

Questa quistione differisce solo da quella dell’articolo 49 eserop. 4 
nell’ essere la somma costante. Adottando quindi quella notazione l’ equa- 
zione in questo caso sarà 

[x5[w)— 5 (nu:')]cos»-+-[y 2 (m)— 5(my')] scn «=cosl. 
la quale rappresenta una retta sempre tangente al cerchio 


[ 2(m4:'n« , r 2(tny )-1i 

^ S(m) J ■*‘L^ S(m) J — 

il cui centro è il centro delle distanze proporzionali dei punti dati. 
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102. Conchiuderemo questo capitolo col dare alcune applicazioni 
del metodo a coordinate polari. 

Esemp. 1. Se per un punto si conduce una corda qualunque nel 
cerchio, il rettangolo dei segmenti sarà costante (Euclide III. 35 , 36 ). 

Prendendo il punto dato per polo l’ equazione a coordinate polari 
di una retta qualunque condotta pel polo* sarà (art. 93) 
f* — 2^osO-Hi* — r*=0 

le radici della quale saranno ( /ij. 3i ) OP,OP' che sono i valori dei raggi 
vettori corrispondenti ad un determinato valore di A , cioè POC. 

Ora per la teoria delle equazioni, il prodotto OP-OP' di queste 
radici è uguale a d* — r* , quantità indipendente da A , e perciò costante 
qualunque sia la direzione della corda OP. Dunque ecc. 

Se il ponto O è fuori del cerchio, è chiaro che d’ — r* è uguale al 
quadrato della tangente. 

Etemp. 3. Pel punto O si conduca una corda qualunque e si pren- 
da OQ media aritmetica tra i segmenti OP ,OP' : trovare il luogo del 
punto Q. 

Dall’ equazione dell’ esempio precedente si deduce OP-|-OP'=2d cosa, 
ma è pure 0P-1-0P'=20Q ; quindi avremo p=d cos 9 e l’ equazione 
del luogo sarà f=d cos9 -, la quale per 1’ art. 93 rappresenta un cerchio 
descritto sulla retta OC come diametro. 

La quistione in esame può anche enunciarsi cosi « Trovare il luogo 
a dei ponti medii delle corde condotte per uno stesso punto. 

Etemp. 3. Trovare il luogo dei punti Q supponendo OQ media ar- 
monica tra OP ed OP'. 

20P*0P^ 

Avremo OQ=^|^-^p- , ma dall’ equazione dell’esempio 1. si à 
PO-OP'=d* — r* , OP-l-OP'=2<icosA ; quindi l’equazione del luogo 

sara f=-r — - ovvero pcosA=d — r 
dcosA o 

la quale ( art. ii ) rappresenta una retta perpendicolare ad OC distante 
da O per d — j e da C per — . Cosi il luogo cercato è la polare del 
punto O ( art. 86 ). 

Questa quistione come anche tutte quelle simili alla proposta pos- 
sono risolversi in un modo analogo, quando 1’ equazione del cerchio è 
data nella forma generale Ax*-|-Ay*-l-Dx-l-Ey-t-F=0. 

Infatto trasformando questa equazione a coordinate polari essa diviene 

( D E \ F 

cos A-f-- scn A 
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e proccdeudo come Dell' esempio si à per T cquuioue del li|ogo dei 
punti medii armonici , 

— 2F 


“ Dco»6-|-Esen# 

la quale ridotta a coordinate rettilineo diviene 
Dx+EjH-2F=0 

che è r equazione della polare del punto O ( ari. 87 ]. 

Ettmp. 4. Dato un punto ed una retta ; si prenda OQ in ragione 
inversa del raggio vettore OD della retta : trovare il luogo del punto Q. 

Ettmp. 5. Dato il vertice di un triangolo , l’ angolo al vertice ed 
il rettangolo dei lati: trovare il luogo del vertice di uno degli angoli 
alle base , posto che il vertice dell’ altro angolo descrive una retta , o 
la circonferenza di un cerchio. 

Si prenda il vertice dato per polo , e siano e , f’ i lati e 4 , 4' 
gli angoli che (|uesti fanno con 1 ’ asse : avremo le condizioni ff'=k* , 
4 — 4'z^. Conoscendosi ora il luogo descritto dal vertice di uno degli 
angoli alla base si avrà una relazione tra p e 4 nella quale ponendo 


k* 

iu luogo di p il suo valore y 


ed in luogo di 4 , C+O' si otterrà una 


' relazione tra le coordinate polari p' e 4', che sarà l’ equazione del luogo 
cercato. 

La stessa soluzione può anche applicarsi qnaudo è dato il rapporto 
(lei lati , in vece del rettangolo. 

Ettmp. 6. Per uno dei punti d'intersezione di due cerchi si con- 
duca una retta : trovare il luogo del ponto medio della porzione inter- 
cetta tra i cerchi. 

Siano 


P=2rcos(4 — «) , p=2r* cos (4— «') 

)' equazioni dei cerchi dati ; quella del luogo cercato sarà 
p=rcos (4— «)-|-r' cos ( 6 — •') 


la quale rappresenta aneli’ essa un cerchio. 

Ettmp. 7. Se per un punto O della circonferenza di un cerchio ri 
conducono tre corde , e su ciascuna come diametro si descriva un 
cerchio, questi cerchi s’intersecheranno io tre punti (oltre il punto O 
che sarà comune) posti in linea retta { VeggasiCambr.Math.jour.1, 169). 

Si prenda il punto O per polo . e sia ri il diametro del cerchio 
primitivo : la sua equazione polare sarà ( art. 93 ). (W 

P=(fcos4. 

Sia inoltre a l’angolo che una delle corde fa con l’asscf’ I 4 sua 
lunghezza verrà espressa da <fcos« r perciò l'equazione del cerchi» che 
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a. per diametro questa corda sarà 

P=dcos«-cos(fl— »). , 

Similmeute chiamando ^ e r gli angoli che le altre corde fanno 
coir asse , i cerchi che ànno queste corde per diametri saranno espressi 
dalle equazioni 

(j=dcosjS co8(9 — ft) , p=<fcosyco8(» — y). 

Per avere le coordinate polari del punto d’ incontro del primo e 
del secondo cerchio , è necessario determinare 1’ angolo t in guisa che 
verifìchi la condizione 

C0S»'C0S(B — «)=cos/5-cos(# — P) 
dalla quale 8i dedace *=*-J~i* e perciò f^dcosxcosp. 

'• Nelio stesso modo si à per le coordinate polari del punto d’ incontro 
del primo e del terzo cerchio 

e=»-|-y , p=dcos«cosy. 

Ciò premesso : per avere F equazione polare della congiungeute 
questi due punti si sostituiscano le loro coordinate successivamente nella 
forma generale pcos(& — 6]=p ( art. 44 ) : si avranno così due equazioni 
per determinare k e p; cioè ' 

p==d cos » cos /3 cos [i — («-|-^)]=af cos » cof y cos [i — («+y)] 
dalle quali si dedace 

k — I fr+-y ,.p=d coixeos^cosìf. 

La simmetria di questi valori prova che la eongiungente dei punti 
iF intersezione di uno qualunque dei cerchi con ciascuno degli altri due 
è sempre la stessa ; ossia che i tre punti sono in linea retta. 

CAPITQLO Vni. 

UELLA NOTAZIONE ABBREVIATA APPUCATA ALL’EQUAZIONE 
DEL CERCBIO. 

103. Se si è un’equazione del secondo grado scritta colla no- 
tazione abbreviata che abbiamo esposta nel Gap. IV , e si vuol co- 
noscere se rappresenta un cerchio , si tradurrà in funzione delle 
coordinate x ,y , sostituendo per ciascuna abbreviazione («) il tri- 
nomio corrispondente (xco5«4-ysena— p) , e si vedrà se il coef- 
iìcientc di xy è nullo, ed i cóefficienti di x* ed y* sono uguali. 

Ecco degli esmpii che serviranno a dichiarare questo anda- 
mento. 
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Delerminare la condizione perchè il luogo di un punto eia la 
«irconferenza di un cerchio ; posto che il prodotto delle perpendi- 
colari condotte da questo punto «ui lati opposti di un quadrilatera 
' serbi un dato rapporto al prodotto delle perpendicolari condotte su- 
gli altri due lati. 

Siano a=0 , |3=0 , y=0 , J=0 i lati del quadrilatero. L’ equa- 
zione del luogo cercato sarà (r/=k?t la quale rappresenta una curva 
di 2.* grado , che passa pei vertici degli angoli del quadrilatero , 
poiché è verificata da ciascuna delle supposizioni 

«=0 , p=0:oc=0 , ^=0:|3=0 , 7=0 :7=0 , 

Per trovare le condizioni perchè il luogo sia un cerchia 

si sostituiscano iu luogo delle abbreviazioni i trinomi corrispon- 
denti ed avremo 

(xcos a-^-y sen <n—p) [x cos y-i-y sen 7 — pj= 

1i[x cos |3-(-y sen ^ — p,)(x cos J-f-y sen S — -p,). 

Eseguendo le moltiplicazioni , uguagliando i coefficienti di x* ed y* ; 
e ponendo uguale a zero il coefficiente di xy si avrà 

cos(«-<- 7 )=*cos 03-4-J) ; sen («-1-7)=* sen (p-4-^). 

Elevando a quadrato queste equazioni e- sommandole si deduce 
fc=±l e verificandosi questa condizione si avrà 
«-t-7=|3-l-^ , «-+-7=180’’ e perciò 
« — P=.3 — 7 , a— ^=180°-+-/3 — 7* 

Or poiché « — p è l’angolo delle perpendicolari condotte dal- 
l' origine sui lati a, P; ed è perciò supplemento dell’ angolo di 
questi lati , si vede che la condizione trovata sarà soddisfatta se 
il quadrilatero apyf è inscrittibile in un cerchio ( Euclide III, 22 ). 

Si può facilmente dedurre che se l’ origine è dentro il qua- 
drilatero deve essere fc=— 1 , e l’ angolo dei lati « ,P in cui è 
posta r origine è supplementale dell’ angolo dei Iati 7,3: che se 
l’origine è fuori il quadrilatero deve essere A=1 , c gli angoli 
predetti saranno uguali. 

104. Determimre la condizione perchè il luogo di un punto 
sia la circonferenza di un cerchio ; posto che il quadrato deUa sua 
distanza dalla base di un triangolo serbi un rapporto costante , al 
prodotto delle distanze dai lati. 

Siano » ,p 1 lati del triangolo : l' equazione dei luogo 
sarà «3=A'7*. Per avere i punti nei quali i iati del triangolo prò- 
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posto incontrano la locale predetta , pongasi «=0 , e si atra y*=0; 
cioè il Iato > taglia la locale in due punti coincidenti , vale a 
dire (art. 83) il lato « è tangente alla locale nel punto Si* 
milmento si dimostra che il lato p è tangente nel punto Py. Dunque 
i lati a , ^ sono tangenti, e la base y è la corda che congiunge i 
punti di contatto. Ciò posto per determinare la condizione perchè 
il luogo <*p=ky* sia la circonferenza di un cerchio , procediamo 
come nell' articolo precedente ed avremo per condizioni 
cos (a-f-P)=k cos 2y , sen («-t-P)=ksen 2y 

dalle quali si deduce k=i , a—/=y — p , cioè il triangolo propo- 
sto deve essere isoscele. 

Si deduce da tutto ciò il teorema seguente. Se da un punto 
qualunque della circonferenza di un cerchio si conducono le perpen- 
dicolari sulle tangenti condotte per un punto qualunque ; e sulla 
corda che congiunge i punti di contatto ; il quadrato di quest" ul- 
tima perpendicolare sarà uguale al prodotto delle altre due. 

Esemp. Determinare la condizione perchè il luogo di un punto sia 
la circonferenza di un cerchio ; posto che la somma dei quadrati delle 
perpendicolari abbassate da questo punto so i lati di un triangolo sia 
costante. 

Il luogo avrà per equazione ; e la condizione per- 

chè rappresenti un cerchio sarà formolata dalle equazioni 

cos2»-i-cos2iS-i-cos2y=0 , sen2»-|-sen2j3-i-sen2y=0 

ovvero 

cos2«= — 2cos(|H-r)cos(|5 — y) , sen2«=>— 2scn(JJ-H')co*(/5 — y) 
elevando a quadrato e sommando si à 

l=4cos*(p — y) , donde p--y=60*. . . 

Similmente si dimostra che ciascuno degli altri angoli deve essere 
di CO*. Dunque il triangolo proposto deve essere equilatero. 

105. Trovare l" equazione del cerchio circoscritto al triangolo 
formato dalle rette o=0 , (5=0 , y=0. 

Ogni equazione della forma ipy-t-mya-i-n«p=0 rappresenta una 
curva di 2.® grado circoscritta al triangolo proposto , perchè è 
verificata da ciascuna delle tre supposizioni 

«=0 , p=0 ; p=0 , y=0 ; y=0 , «=0. 

Cercando come negli articoli precedenti la condizione perchè 
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r equazione anzidotta rappresenti un cerchio si à 

/ cos (/5+7)4-n> cos (7H-«)4-n cos (a-t-|8)=0 
/ sen (jS-{.7)+tn sen (v+«)+nsen («-t-p)=0 
dalle quali si deduce 

« gen (y — «) n sen(« — p) 

l gen ((S— y) * l sen(p— y) 

e chiamando A , B , C i tre angoli del triangolo avremo 

m senA n senB > 

l scnC ’ I genC 

quindi l'equazione del cerchio circoscritto al triangolo proposto 
sarà 

iSysenA+oysen B+«|3seriO:tO. 

106. Cerchiamo il significato geometrico dell' (xiuazione tro- 
vata nell' articolo precedente. Se da un punto qualunque (fig. 36 ) O 
si abbassano le perpendicolari OP , OQ sui lati a,p le cui lunghezze 
saranno espresse da a e ^ ; 1' espressione sen C sarà il doppio 
del triangolo OPQ ; poiché l’ angolo formato dalle perpendicola- 
ri p è supplemento dell’ angolo C. Similmente si dimostra 
che Y«scnB , Pvsen A sono i doppii dei triangoli OPR , OQR. 

Dunque la quantità ^ysen A-t-79E$enB-|-<s|3senC è il doppio 
del triangolo PQR ; e l' equazione trovata nell’ articolo precedente 
esprime che se il punto O è sulla circonferenza del cerchio cir- 
coscritto al triangolo proposto , il triangolo PQR sarà nullo , os- 
sia ( ari. 5f) i tre punti P , Q , R saranno in linea retta. / 
Se si cerca il luogo di un punto; talché abbassate le per- 
pendicolari sui lati di un triangolo , il triangolo PQR che si ot- 
tiene congiungendo i piedi delle perpendicolari abbia una super- 
ficie costante, l'equazione del luogo richiesto sarà 
jSy sen A-t-«7 sen sen C=cost 

e poiché questa equazione differisce da quella del cerchio circo- 
scritto al triangolo per una costante si conchiuderà (art. 78) che 
il luogo anzidetto è un cerchio concentrico a quello circoscritto. 

107. Possiamo dedurre dall’ equazione 

(57 sen A-f-7« sen B-t-a(3 sen C=0 

l’ equazioni delle tangenti al cerchio nei vertici del triangolo. In- 
fetto poniamo l’ equazione sotto la forma 

yfp sen A-t-« sen B)-t-«^ sen C =0, 
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0 pofcbè l’fpotesi «3=0 dì y=0, e ^sen A+«seoB=0 si vede che 
non solo il lato ^ incontra i lati « e ^ nei punti che questi inno di 
connine con la circonfefcnEa , ma anche la retta |3senA+«senB=0 
incontra i due lati a ,p nei punti «P i quali perciò saranno coin- 
cidenti e la retta anzidetta sarà tangente al cerchio nel punto «j3. 
Similmente si dimostra che psenC-t-7senB=0 , 7senA-|-«senC=0 
sono tangenti al cerchio nei vertici Pv , «7 

Abbiamo veduto nell'articolo 63 che la retta «senA-t-^scnB 
è parallela al Iato 7 , e passa pel vertice : si conchiude quindi 
che la tangente «senB-t-|3sen A fa con uno dei lati del triangolo 
lo stesso angolo che la base fa coll’altro lato (Euclide III. 32). 
Dall' equazioni delle tangenti 

». fi ^ fi . V _n t ■ » 


+ 


5=0.: 


-+- 


= 0 . 




:0 


senA^ aenB ” ’ senB ‘ senC scnC ‘ scuA' 
si deduce che i punti nei quali ciascuna di esse incontra il 
opposto , sono in una linea retti) la cui equazione sarò 

y 


lato 


-+- 


-T- 

scn A scn B sen C 
Trovando l’ equazioni delle congiungenti i vertici del triangolo 
inscritto coi vertici del triangolo circoscritto le quali sono 
* fi —a fi y A y 


=0. 


= 0 , 


s=0. 


sen A seuB "'’senB senC ’ senC seuA 
si vede come nell' art. 36 che queste rette s’incontrano in un punto. 

108. Ecco come si ottiene l' equazione del cerchio iscritto 
nel triangolo a,p ,y. 

L’ equazione 

— 2mnfiy — 2 n/ 7 « — 2lmafi=0 

rappresenta una curva di secondo grado che tocca ciascuna delle 
rette m , fi , y: poiché se poniamo 7=0 ^ si à 
l*a*+m*fi* — 2lm»fi=0 

le cui radici sono uguali e perciò i due punti nei quali il lato 7 
incontra la curva, sono coincidenti , ossia il lato 7 è tangente 
alla cuna. Similmente si prova che gli altri due lati « , fi toccano 
la cuna. L' equazione in esame può scriversi anche cosi 

f. 1 r * • 

poiché facendo sparire i radicali si trova I' equazione primitiva. 
(ìtom.Anal. 13 
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Per determinare i valori particolari di ( , m , n nel caso in 
cui r equaiione proposta deve rappresentare un cerchio esporremo 
il metodo semplicissimo dovuto a Dr. Ilari, il quale deduce l'e- 
quaiione del cerchio inscritto da quella dei cerchio circoscritto. 
Si congiungano' i punti di contatto del cerchio inscritto in un 
triangolo ; chiamando , y' le tre congiungenti , ed A', B'r C' 
gli angoli avremo per 1' equaiione del cerchio circoscritto a questo 
triangolo ( art. tOS ) 

P'v' sen A'+ y'«' sen sen C'= 0 , 

e poiché per l’articolo 104 si à 

«'•=?Y . P'*=“V . 

e di più 

A'= 90 “— ìA . B'= 90 ”— |B , C'= 90 "— J€. 
sostituendo questi valori 1' equaiione del cerchio sarà 

I ± » 

a'cosxA+P‘cosìB+7 coSfC=0; 
i valori dunque di / , m , n sono proporzionali a 
cos*jjA , cos*jB , cos*|C. 

Similmente si può dimostrare che l’ equazione del cerchio che 
tocca il lato « e gli altri due prolungali è 

« i. i 

«• cos jA-hP* sen ;B 4 -v* sen 0 . 

109 . Poiché l’equazione generale dell’ articolo precedente può 
tradursi nell’altra 

«7(07 — 2i»— 2tnP)-K^«— mP)*=0 , 
si vede che la retta h — mp=0 che passa pei punto passa pure 
pel punto in cui il lato 7 incontra la curva. Dunque le tre rette 
che congiungono i punti di contatto coi Tertici del triangolo circo- 
scritto sono 

la — mp=0 , mP — H7=0 , ny — 1«=0 
le quali si tagliano in un punto. 

Inoltre siccome ponendo ny — 2ia — nell’equazione pre- 
cedente si à (/“ — mp)*=0, si conchiude che la retta ny — 2I« — 2mp=:0 
é tangente al cerchio. Quindi se i vertici di un triangolo si con- 
giungono coi punti di contatto del cerchio inscritto, e nei punti 
nei quali queste congiungenti incontrano il cerchio si conducono 
le tangenti , le loro equazioni saranno 

ny=0 , 2mP-t-2»y — 1«=0 , 2ny+2ia — Rtp =9 
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ilnlle quali si deduce die i ti« punti nei quali ciascuna incontra 
il lato opposto sono in una retta 

lioichè questa retta passa pei punto d' incontro della prima con 7 , 
della seconda con « , e della lena con j!. 

CAPITOLO IX. 

propriiì:tà di c.n sistema di ove o piir cerchi. 

110. Trovare V equazione della corda comune a due cerchi 
che $’ intersecano. 

Se S=0 cd S'=0 sono l' equazioni di due cerei», l’equazione 
deHa forma S — KS'=0 urrà per luogo una linea che passa pei 
punti comuni ai cerchi S=0 , S'=0 (art. 58). E poiché si è 

S =(x — a )*-l-(y — b )• — r *=0 
S'=(a:— a'j* -+-(y— é')*— r* =0 

è chiaro che l'equazione S — KS'=0 rappresenterà in generale un 
cerchio , poiché il coefficiente di xy è nullo e quelli x* ed y* 
sono uguali. Che se poniamo K=1 l'equazione anzidetto «arò di 
primo grado , cioè 

S — S'=2(a' — a)x-+-2(b ' — bjy-i-r'* — r*-i-o* — o'* 4 -é* — 6'»=0 
c rappresenterà la retta che congiunge i punti comuni ai due cerchi. 

111. Per avere dunque i punti comuni a due cerchi, basta 
trovare , come netl' art. 80 i punti comuni alla retta S — S'«=0 . 
e ad uno dei cerchi proposti. Questi punti saranno reali , coinci- 
denti , 0 immaginarii , secondo la natura delle radici dctl’ equazione 
fìnalc in X o in y: é però rimarchevole che quando anche i punti 
comuni ai due cerchi sono immaginarii la retta dell' equazio-- 
n« S — S'=0 è reale , e gode di proprietà importanti relativamente 
ai due cerchi ; il die è conforme a ciò che abbiamo detto nel- 
r articolo 81 ; vale a dire che la congiungentc di due punti è reale 
e conserva le sue proprietà , anche quando i punti divengono im- 
maginari!. 

Siccome quando i due cerchi non ànno punti comuni sarebbe 
improprio chiamare la retta dell' equazione S-- S'=0 la corda 


DlgUfeedJj^ < 


( •«« ) 

comune ai due cerchi , si è chiamata in vece aste radicale dei 
due cerchi ('). 

112. Si ottiene una delle principali proprietà dell'asse radi- 
cale traducendo geometricamente 1’ equaiione S — S'=0. Infatti : 
si sa per l' articolo 88 che se in S si sostituiscono le coordinate 
di un punto xy , si avxà il quadrato della tangente condotta dal 
punto xy al cerchio S=0. Similmente S' esprimerà il quadrato 
della tangente condotta dallo stesso punto al cerchio S'=0. L'equa- 
zione dunque S — S'=0 esprime che le tangenti condotte da un 
punto, qualunque dWf asse radicale ai due cerchi S=0 , S'=0 
lono uguali. 

Questa proprietà dell' asse radicale è indipendente dalla réaltà 
dei punti comuni ai due cerchi. Quando i punti comuni ai due 
cerchi sono immaginarii la posizione dell'asse radicale si deter- 
mina geometricamente tagliando la congiungente dei centri in guisa 
che la dilTereiiza dei quadrati delle parti sia uguale alla differenza 
dei quadrati dei raggi , e conducendo per questo punto una per- 
pendicolare ; poiché le tangenti condotte da questo punto , come 
da qualunque altro della perpendicolaré risulteranno uguali. 

Se si vuole il luogo di un punte da cui condotte le tangenti 
ai due cerchi 8=0 , S'=0 serbino tra loro un dato rapporto , è 
chiaro per 1' art. 88 che l'equazione del luogo sarà S — K*S'=0; 
la quale rappresenta un cerchio che passa pei punti reali o imma- 
ginarii comuni ai due cerchi proposti. Quando i punti comuni ai 
due cerchi S=0 , S'=0 sono immaginarii si dice con più proprietà 
di linguaggio che i tre cerchi S=0 , S'=0 , S — K*S'=0 ànno un 
asse radicale comune. 

113. Dalla forma dell' equazione dell'asse radicale di due cerchi 
si deduce il teorema : 

Se in Ire cerchi dati si prendono gli assi radicali consideran- 
done due per volta , le tre rette che ne risultano s' incontreraimo 
in un punto che si chiama il centro radicale dei tre cerchi. 

Infatto essendo S— S'=0 , S'— S"=0 , S" — S=0 i tre assi 
radicali , è chiaro per l' art. 37 che s' incontreranno in un punto. 

{■) Da M. Gaultier de Tours ( lournal de I' Ecole Polyleehnique , 
Cahier XVI. 1813). 
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Da questo teorema si deduce l’altro: Se quanti cerchi si vo- 
gliano passano coslantemenle per due punti le corde comuni con un 
cerchio dato passano tutte per im punto. 

Intatto : immaginando condotti due soli cerchi pei due punti 
dati , è chiaro pel teorema precedente che le corde comuni a 
ciascuno di questi cerchi ed al cerchio dato s’ incontreranno in 
un punto della congiungente i due punti dati ; e che per lo stesso 
punto passerà ugni corda comune ad un cerchio qualunque che 
passa pei punti dati , ed al cerchio dato. 

Esemp. 4' Trovare l’ asse radicale dei cerchi 

**4-y*— 4 jc— {> y-+-7=0 , a:*-t-!/*-l-6:c4-8y-T9=0 
Bi$p. 10j:+13y=16. 

Esemp. 2. Trovare il centro radicale dei cerchi 

(a;-l)»-Hy-2)‘=7 , (x-3)»-hy^ , (a:-h»)*+{sH-l)*=9. 



114. Onde agevolare la ricerca delle proprietà di più cerchi 
aventi lo stesso asse radicale , è utile di prendere quest’ asse per 
quello delle t/ , c la congiungente dei centri per asse delle x. 
L’ equazione di uno qualunque dei cerclii sarà in questo caso 

x*+y—2kx-i-i*=0 

nella quale J è la stessa per tutti i cerchi e k prenderà diffe- 
renti valori secondo il cerchio eh’ essa rappresenta. Infetto è evi- 
dente che i centri di tutti i cerchi saranno sull’ asse delle x ad 
una distanza variabile k daH’ origine ; e siccome prendendo la 
differenza di due qualunque equazioni 

— 2A' a;-t-à»=0 
— 2k"x-[-i*=0 

si deve avere la corda comune cioè l’ asse delle y , e perciò x=0, 
dovrà essere i la stessa per tutti. 

Se si suppone positiva nelle equazioni dei cerchi l’ asse 
radicale comune incontra i cerchi in punti immaginari! ; se si 
suppone negativa i punti saranno reali. 

115. Se quanti cerchi si vogliano passano per due punti dati, 
la polare di un punto dato relativamente ad uno qualunque dei 
cerchi anzidetti passerà per un punto determinato. 




I 

DigSizej^by Goo^k' 


( 102 ) 

L'equazione della polare di x^y' nel cerchio 
a^+-y'—2kx-i-i*=0 

è (art. 87) 

arx'-Hty' — *(x4-x')-)-d»=:0. 

e poiché contiene l’ indeterminata k al primo grado , rappresenterà 
una retta che passa costantemente pel punto comune alle due rette 
xx'-4-yy'-4-^*=0 , «4-x'=0, 

1 16. Se quanti cerchi si vagliano passano per due punti dati , 
ti sono due punti tali che le polari relativamente ad uno qualun- 
que dei cerchi non sedo passano per un punto determinato , tna 
restano le stesse per tutti i cerchi del sistema. 

Perché ciò avvenga é necessario che le due equazioni 
xx'-)-yy'+<f*=0 , aH-x'=0 

rappresentino la stessa retta , e perciò siano identiche ; nel qual 
caso la retta rappresentata da queste equazioni sarà la polare di 
un punto , qualunque sia k. È necessario quindi che si verifichino 
le condizioni 

y'=0 , ed x''=t* , ovvero x'=±3 
vi sono perciò due punti che adempiono alle condizioni proposte. 

Questi punti ènno la rimarchevole proprietà che la polare di 
ciascuno di essi relativamente ad uno qualunque dei, cerchi del 
sistema passa per l’altro ed é perpendicolare alla congiungente 
dei centri. 

L’equazione di uno qualunque dei cerchi dei sistema può 
tradursi nella forma 

y*-|-(x-*)*=JtW 

ed è chiaro che rappresenta un cerchio reale quando che 

se k'=3* r equazione rappresenterà un cerchio infinitamente pic- 
colo ( art. 79 ), e le coordinate del centro saranno y'=0 , x'=±ì. 
I punti di cui abbiamo testò parlato possono riguardarsi come 
cerchi del sistema ; e perciò sono stati chiamati da Poncelet (’) i 
punti limiti del sistema di cerchi. 

117. Se da un punto qualunque dell’asse radicale si condu- 
cono le tangenti a tutti i cerchi del sistema la locale dei punti 
di contatto sarà un cerchio ; poiché abbiamo dimostrato che tutte 

(■) Traile dei Proprietés Projectives , p. 41. 
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queste tangenti sono uguali. È pure evidente die questo cerdiio 
taglia ad angoli retti tutti i cerchi del sistema^ poiché i suoi 
raggi sono tangenti ai cerchi del sistema. Ecco come può otte- 
nersi r equazione di questo cerchio. 

Poiché il quadrato della tangente condotta da un punto qua- 
lunque (ar=0 , y=h) al cerchio 

-<-y* — 2 Aoh- = 0 ■ 

si ottiene sostituendo le coordinate del punto nell’ equazione del 
cerchio, sarà questo h'+t'; ed il cerchio che à per centro {x=0,y=h] 
e per quadrato del raggio avrà per equazione 

ovvero 

— 2hy=t*. 

Cosi qualunque sia il punto preso sull' asse radicale ( ossia 
qualunque sia il valore di A ) , questo cerchio passerà sempre pei 
punti (y=0 , x=±i). Si conchiude quindi che tutti i cerchi , 
i quali tagliano il dato sistema ad angoli retti passano pe’punti limiti 
del sistema. 

Eitmp. /. Se la polare di A relativaincnte al sistema passa pel 
punto fisso B, dimostrare die il cerchio descrìtto su di AB passa pei 
punti limiti. 

Etetnp. S. Il quadrato della tangente candotta da un punto qua- 
lunque di un cerchio ad un altro serba un rapporto costante alla per- 
pendicolare c(>ndotta dallo stesso punto sull’ asse radicale. 

Etemp. 5. Trovare l’angolo (>) sotto il quale due cerdii si tagliano. 

Siano R , r i raggi dei due cerchi , e D la distanza dei centri ; 
sarà D*=R*-H"* — ^rcos», poiché l’angolo in cui due cerchi si ta- 
gliano é ugnale a quello dei raggi condotti al ponto comune. 

Etemp. 4. Se un cerchio mobile taglia due cerchi fissi sotto angoli 
costanti , taglierà sotto angoli costanti tutti i cerchi che Anno lo stesso 
asse radicale. 

Siano S=0, S'sO l’ equazioni di duo cerchi Ossi , ed r , r' i loro 
raggi; le coordinate dei centro del cerchio mobile dovranno verificare 
le relazioni 

R* — 2Rrcos«=S , R* — ^2Rr'cos^=S' 
poiché { art. 88 ) D* — r* dovrà essere uguale al quadralo della tangente 
al primo cerchio espressa da S. 

Avremo quindi 

_„*rcos»-i-(r'cos/S àS-t-IS' *1 

K*— ZR 7 — ; -= . . , 

*+/ *-|-t 
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che è precisamente a condizione perchè il cerchio mobile tagli il cer- 
chio kS-\-IS' sotto r angolo costante r , essendo 

(*-i-l)r"cosy=Arcos»-H»''cos/S , ... 

ed r" il raggio del cerchio AiS-|-lS'. 

Etemp. 5. Se un cerchio taglia due cerchi dati sotto angoli costanti , 
sarà pure tangente a due cerchi. 

JL 

Infatto: possiamo determinare il rapporto ^ in modo che risul- 
ti 7=0, ossia cos 7 '=l. Si trorerà cosi che se D ò la distanza dei 
centri di S ed S' 

JWD* 

sostituendo questo valore di r" nell’ equazione dell’esempio precedente 
si avrà un’equazione del 2.® grado per determinare il rapporto *• 

118. Condurre una tangente comune a due cerchi. 

Siano 

(x— a)*4-(y— 6)*=r* (S) 

{x—a')*-h{y—by=r* (S') 

i due cerchi : l’ equazione della tangepte al cerchio (S) sarà {art. SS) 

{x—a){x'—a)+{y—b){y'—b]=r' 

ovvero ponendo come nell’ art. 100 

a'— o v'—b 

=cosa , i =sen« 

r ’ r 

(x — o) cos «+{y — b) sen «=r . 

Similmente si à per la tangente al cerchio (S') 

(x — a')cos(3-i-(y — 6')senp=r'. 

Cerchiamo ora le condizioni perchè queste due equazioni rappre- 
sentino la stessa retta. Uguagliando i coelhcienli delle variabili .r 
ed y si è tanga=tang^ ; c perciò iS=a , pslSO^-i-». Uguagliando 
similmente i termini noti si à pel primo valore di ? 

(a — o') cosa-f-(6 — 6') sen a+r— r'=0 

e pel secondo 

(a — a') cosa+(ft— 6')sen «-t-r-i-r'=0 
ciascuna delle quali darà due valori per a. I valori di x della prima 
equazione corrispondono alle due tangenti comuni dirette o ester- 
ne Aa , A'o' ( /iy. 57 ) : quelli della seconda corrispondono alle 
tangenti trasversali o interne Bò , B'b'. 
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P(‘f trovare le coordinate del punto di contatto della tangente 
ruinune col cerchio ^S) si sostituiranno nelle equazioni trovale i 


valori di cos» e sena , cioè cosa: 


*' — a 


sena 


y ' — 5 


cd avremo 


(a — a'){x' — a)-t-(6 — b')iy' — b)-i-r{r — r')=0 
{a—a'Xa/—a)-i-{b — 6')(y ' — b)+r{r+ rO=0 . 
Combinando la prima di queste equazioni con quella del cerchio (Si 
si avranno le coordinale dei punti A ed A' in cui le tangenti 
esterne toccano il cerchio (S) : e si dedurrà come nell’ articolo 8(> 
che r equazione 

(a — a’){x — a)-i-{b — b')(y — b)i=r{r' — r) 
rappresenta la corda di contatto delle tangenti esterne. 

Similmente si vede che l'equazione 

(a— a')(x-a)+(6-6')(y^)=— r(f+r') 
esprime la corda di contatto delle tangenti interne. 

Se r origine è al centro del cerchio (S), sarà a=0 , i=0 , e 
r equazioni delle corde di contatto saranno 
a'x+ b'y=r{r'^r') . 

Etemp. Trovare le tangenti comuni ai cerchi 

— 4.r—2y -1-4=0 , j5*-t-y*-t-4jr-|-2y— 4=0. 

Le corde di contatto delle tangenti comuni col primo cerchio sono 

2a:-t-y=6 , 2x+y=3 ’ 


la prima taglia il cerchio nei punti (2,2) , , f) e le tangenti in 

questi punti sono 

y=2 , 4af— 3y=10 , 

la seconda taglia il cerchio nei punti (i , 1) , (4 . ì) e le tangenti in 
questi punti sono 

ar=l , 3x-Hly=5. 

119. I punti OedO' in cui s’ intersecano le tangenti esterne 
ed interne , si sono chiamati ( per la stessa ragione che abbiamo 
addotta nell' articolo 2.” ) i centri di similitudine dei due cerchi. 

Per avere le coordinato di questi punti , osserviamo che il 
punto O è il polo nel cerchio (S) della corda AA' , la cui equa- 
zione è 

Geom. Anal. Il 






s, . 


tÀ 


''■5=A>Sh. 
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paragonando dunque questa equazione con quella della polare del 
punto x'y' 

{x — a)(a!— a> 4 -(v'— 6)(y— 6) =r* 

si dedure 



donde 

, oV— or' , b'r — br' 

Similmente pel punto 0' si à 

_,_o'r-H»r' .j,_b'r-\-br> 

’ y~ r-4-r' 

Per quello che abbiamo detto nell' art, 7 si vede che i centri 
di similitudine sono i punti nei quali la congiungente dei centri 
è divisa esternamente ed internamente nel rapporto dei raggi. 
Esemp. Trovare le tangenti comuni dei cerchi 

x*-j-y*—6x — 8y=0 , l- y* l a; — 6y=3. 

L'equazione delle tangenti condotte dal punto x'y' al cerchio 
(a: — o)*+(y — 6)‘=r» 

è ( art. SO] 

[(*'-a)*+(y'-i)*-r»][(a— q)*-Ky-*)»-r*]=[(jr-o)(*'-o)+(jr-*)(y'-6)-r*]*. 

£ poiché le coordinate del centro di similitudine esteriore dei cerchi 
proposti sono ( — 2 , — Ij, Tequazione delle tangenti condotte per questo 
ponto sarà 

28[f*+y»— 6a^— 8y)=(5*H-5y-I0)» , 

ovvero 

«y-l-«-+-2y+2=0 

o rinalmentc 


(a+2)(y+l)=0. 

Inoltre siccome i due cerchi s’ intersecano in due ponti reali , le 
tangenti interne saranno immaginario; e l’equazione di queste tangenti 
che partono dall’ altro centro di similitudine (\* , V) 

40**-Hry-|-30p* — 199*— 278y-f-722=^. 

120. Ogni retta condotta pel punto d intertezione delle tangenti 
comuni a due cerchi è tagliata in parli proporzionali dai cerchi. 

È chiaro che se sul raggio vettore corrispondente ad un 
punto qualunque P si prende un punto Q , talché OP sia uguale 
ad m volte OQ , la * , e la y del punto P saranno rispettiva- 


DIgitized by Google 


( 107 ) 

mente m volte la x e la y del punto Q; e perciò se P descme 
una curva, la locale di Q si ottiene sostituendo tnx, my ad x ed y 
nell' equazione della curva descritta da P. 

Ciò premesso si prendano per assi le tangenti comuni , c 
siano a ed a' le distanze Oa , OA ; I' equazioni dei due cerchi 
saranno ( ari, 82 esemp, 4 ). 

x*-t-y*-h2xy cosM — 2ox — 2ay'-t-n*=0 
x*-i-y*4-2xy cosw — 2o'x — 2a'y+d'*=0 ; 

e poiché la seconda equazione si ottiene ponendo nella prima px, 
pV in luogo di X ed y si conchiude eh’ essa à per luogo il cerchio 


che si ottiene prolungando ciascun raggio vettore del primo nel 
rapporto di a ad a'. 

Cor. Siccome il rettangolo Op*Op' è costante (fig.38), ed 
il rapporto di OR ad Op è costante , si deduce che il rettan- 
golo OR'Op'=OR''Op sarà costante, qualunque sia la retta con- 
dotta per O. 

121. Se pel centro di similUttdine si conducono due rette qua- 
lunque che incontrano uno dei cerchi nei punti R , R' , S , S' ( fig.S8), 
e V altro nei punti p , p' , » , , le congiungenti RS , p? ; R'S' , p'»' 

saranno parallele ; e le congiungenti RS , p'»' ; R'S' , p» *’ incon- 
treranno sull'asse radicale dei due cerchi. 

Si prendano per assi le rette OR , OS : per quello che ab- 
biamo detto neU'articolo precedente sarà OR=m*Op, ed OS=m>Oe; 
quindi se l' equazione del cerchio p<rp'a' è 

Ax*-t-Bxy-t-Ay*-l-l)x-»-Ey-t-F=0 , 
quella dell'altro sarà 

Ax*-t-Rq/-t-Ay*-t-m(Dx-t-Ey)-t-m*F=0 ’ 

e r asse radicale verrà espresso ( art. 411 ) dall' equazione 
Dx-+-Ey-f-(m-|-l)F=0. 

Gò premesso ; siano 


l+!=‘ • 


r equazioni delle congiungenti p* , p'<r' ; quelle delle congiuugen- 
ti RS , R'S' dovranno essere 

* . V * 


y 
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onde si deduce eiie /n è parallela ad RS , e che />V' incoili ru 
li) RS in un punto della retta 

ovvero , come nell’ art. 97 , in un punto della retta 
Dx4-Ey4-fm+l)F=0 


che è r asse radicale dei due cerchi. 

Ecco un caso particolare del teorema che abbiamo dimostrato : 
le tangenti in R e p sono parallele, c quelle in R e p' 's'incon- 
trano sull' asse radicale. 

1 22. Dati tre cerchi ; la congiungenle il centro di similitudine 
del primo e secondo col centro di similitudine del primo e terzo , 
jmssa pel centro di simililudine del secondo e terzo. 

La congiungcnte i punti 


/ra'‘ — or' rb' — br'\ 


fra"— or» 

rb" — 6r"\ 

\ r-r' ’ r—r' ) 

» 

\ r-r" 

’ r-r" ) 


a per equazione ( veg. esemp. 7 art, 29 ) 

[c( b' — b"]-+-r' (b" — b)+r"{b — b')]z— [r(o' — a")-t-r'{a" — a)-|-r"(a — a *) J y 
-\-r{b'a" —b"a')-\-r'[b’^a — ba"]-\-r"\tM' — ft'o)=0. 

La simmetria di questa equazione prova evidentemente che la 
letta eh' essa rappresenta passa pel terzo centro di similitudine 
(r'a"—r"a< r'b"—r''b'\ 

V r'— r" ’ r‘—r" )' 


Questa cougiungente si è chiamata asse di similitudine dei 
tre cerchi. 

Siccome due cerchi ammettono due centri di similitudine , ogni 
sistema di tre cerchi avrà sei centri di similitudine disposti tre a 
tre sopra quattro assi di similitudine. Perchè l' equazione trovata 
l>er uno di essi possa applicarsi a ciascuno degli altri tre basta 
cangiare il segno ad r,.o od r' , o ad r". 

123. Se un cerchio (s) è tangente a due cerchi (S , S') , la 
congiungente i punii di contatto passerà per uno dei centri di si- 
militudine dei cerchi (S , S'). 

Intatto : se due cerchi sono tangenti uno dei centri di simi- 
litudine coincide col punto di contatto ; ma pel teorema dimostrato 
nell' articolo precedente la congiungcnte un centro di similitudine 
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(li Sci con un centro di similitudine di S' e s de\c passare per 
un centro di similitudine di S e S' ; dunque ecc. 

Se 2 è tangente esteniamente o internamente a tutti e due i 
cerchi S cd S' la congiungente i punti di contatto jwsserò pel 
centro esterno di similitudine di S ed S' : se il cerchio i tocca 
uno dei cerchi esternanaentc c l'altro internamento la congiungcnle 
i punti di contatto passerà pel centro iiUerno di similitudine. 

124. Chiuderemo questo capitolo col risolvere il problema 
descrivere un cerchio tangente tre cerchi dati. 

L’ equazioni dei cerchi dati siano 

)'+{y—b )•— r* =0 , ovvero S =0 

(x_a' )*-4-(y— &' )•— r-* =0 , ovvero S' -—0 

(a;— «")•+(»— S"=0. 

Possiamo determinare la posizione del cerchio tangente con 
la condizione che la distanza dei centri di due cerchi tangenti è 
uguale alla somma dei raggi. 

E poiché il quadrato della distanza di un punto qualunque 
dal centro ab ò 

(a— rt)«+(y-6)*=S+r* 
la condizione anzidetto verrà espressa da 
S+r*=(R-t-r)* 
similmente per gli altri due cerchi si à 

S'+r'»=(lH-r')* , S"+r"*=;R+r")V 

Queste condizioni suppongono che i contatti siano tutti esterni ; 
che se il contatto con uno qualunque dei cerchi dati è interno 
la distanza dei centri sarà uguale alla differenza dei raggi : quindi 
per comprendere tutti i casi è necessario che i raggi r , r' , r 
siano preceduti dal doppio segno ± ; il che conduce alle seguenti 
combinazioni di segni 
r-+-,-f-, 

r'+i -H I — « — ,-!->-+• »“■* 

r"+ . — t-H. — — ,4-.— 

dalle quali si conchiude che i cerchi tangenti tre cerchi dati sono 
otto. 

Eliminando R dalle condizioni precedenti si avranno due equa- 
zioni che serviranno a determinare le coordinate del centro del 
cerchio tangente. 
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(]o8Ì soUraendu si à ^ 

S— S'=2R(r— r') , S— S"=2R(r— r") 

donde 

S— S' S— S" 
r—r‘~r — r*' ’ 

equazione che' rappresenta la congiungcnte il centro del cerchio 
tangente col centro radicale {art, U5) : si può anche scrivere sotto 
forma più simmetrica 

(r'— r";S+(r"— r)S'-l-(r— »^)S"=0. 

Sostituendo in luogo di S , S' , S" i loro valori , i coefficienti 
di X e di y saranno rispettivamente 

— 210 ( 1 ^— r")-l-o'(r"—r)-t-à"(r—f')] 

— 2[6(r'— r")+ò'{r"— r)+6"(r-r')] 
e paragonando questi coefficienti con quelli dell'equazione dell' asse 
di similitudine (art. /22) si conchiude che il centro del cerchio 
tangente tre cerchi è posto sulla perpendicolare condotta dal centro 
radicale sull' asse di similitudine. 

Abbiamo fatto osservare che possono essere otto i cerchi 
tangenti tre cerchi dati ; e poiché tre cerchi ànno quattro assi 
di similitudine , ne segue che ciascuna delle perpendicolari condotte 
dal centro di similitudine sugli assi di similitudine dovrà contenere 
due centri. Infatti 1' equazione di un asse di similitudine non si 
altera se si cangiano i segni a tutti i raggi ( art. 122 ) ; cosi l'asse 
corrispondente al caso del contatto esterno , pel quale si à 
(-f-r , +r' , 4-r") , corrisponde pure al contatto interno cioè » 



125. Per mezzo delle tre equazioni trovate nell’articolo pre- 
cedente possiamo ottenere un’ altra relazione tra le coordinate del 
cerchio tangente. Questa relazione sarà di 2.” grado , e tuttocchè 
sia sufficiente per la soluzione algebrica del problema , non si presta 
a rappresentare i risultati in una maniera geometrica elementare. 
Per evitare questo inconveniente M. Gergonne propone di trovare 
in luogo delle coordinate del centro del cerchio tangente , i punti 
di contatto con uno dei cerchi dati. 

Una relazione tra le coordinate di questi punti si à immedia- 
tamente esprimendo la condizione che tali punti sono posti sopra 
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uno dei cerchi dati : quindi sarà sufficiente trovarne un’ altra per- 
chè questi punti siano completamente determinali 

06 premesso ; si prenda per maggior semplicità per origine 
il centro del cerchio di cui si vogliono determinare i punti di 
contatto , e sia per esempio ab ; A , B siano le coordinate inco- 
gnite del centro del cerchio tangente z ; le quali per quello che 
abbiamo detto nel capitolo precedente dovranno soddisfare le rela- 
zioni 

S— S'=2R(r— r') , S-S"=2R(r-r") 
e finalmente chiamando x , y \e coordinate del punto di contatto 
di : con S, pei triangoli simili sarà 

g^y(R±0, 
r 

Or se nell' equazione di una retta si sostituiscono mx , my 
ad X ed y ; è chiaro che il risultato sarà evidentemente lo stesso 
di quello che si otterrebbe moltiplicando l'equazione per m e to- 
gliendo dal prodotto m — 1 volte il termine noto. Quindi poiché il 
termine noto in S — S' è ( ari. HO ) f — r* — a'* — &'■ , il risultato 
dei valori di A e B in S-— S'=2(r — r') sarà 

5^(S-S') -H r'*)=2R(r— r') 

ovvero 

(R-|-r)(S— S')=R[(r— r')*— a'*-*’*]. ■* ' 

Similmente si ottiene 

(R+r)(S-S")=R[(r— r")*— a"*— *"•]. 

Eliminando R si conchiuderà che il punto incognito di contatto 
sarà determinato dai punti comuni al cerchio S ed alla retta 
S— S' S— S" 

o'*-|-6'*— {r-r")« * 

126. Per completare la soluzione geometrica del problema è 
necessario costruire la retta dell'equazione trovata. Questa retta 
passa pel centro radicale dei cerchi : per avere un altro punto si 
pongano nell’equazione i valori di S— S' ed S" {ari. HO) ed 
avremo 

7a'x-+-2b'y+r'*—r*—a'*—b'*_ ia"x+’ìb"y-{-r"*—r*—a"*—b"* 
(r— r'}* (r— r"]* 

Gergonne Annales des Mathemaliques , voi. 7 pag. 289. 
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ovvero aggiungendo 1 ai due membri 

a'x-^h'y+(r’ — r]r a"x-\-b"y-h(r"-~r)r 

o'*+è'* — (r— r')« — (r— r")* 

dalla quale si deduce die la retta passa pel punto comune alle due 
— r)r=0 , a"x+h"\f+[r" —r)r=(i 
la prima è la corda delle tangenti comuni ai cerchi S , S' ; come 
a dire ( ari. U9 ) la polare nel cerchio S del centro di similitudine 
di questi cerchi. Ugualmente la seconda è la polare del centro di 
similitudine di S od S" nel cerchio S. E poiché l’ intersezione di 
due rette è il polo della retta che congiungc i loro poli , si con- 
chiude che il punto comune alle rette. 

a' x-^b'y-r-{i' — r)f— 0 , a"ar-t-b"j/+(r" — r)r=0 
ò il polo dell’asse di similitudine dei tre cerchi relativamente al 
cerchio S. 

Donde la seguente costruzione. 

Si costruisca uno qualunque dei quattro assi di similitudine 
dei tre ceréhi dati {fig.i2) , c presi i suoi poli P,P',P" in ciascun 
cerchio , si congiungano col centro radicale, e siano a, b ; a', b' ; a", b" 
i punti nei quali queste eongiungenti incontrano i cerchi , il cer- 
chio che passa per i tre punti a, a', a", come pure l'altro che 
passa pei punti 6, 6', 6" saranno tangenti ai tre cerchi. Ripetendo 
la stessa costruzione per gli altri tre assi di similitudine si potranno 
determinare gli altri sei cerchi tangenti. 

127. Non è privo di utilità il vedere come i precedenti risul- 
tati possano esser dedotti da calcoli algebrici. 

1. ® Per l’art. 123 le rette ab , a'b' , a"b" si tagliano in 
un punto , cioè nel centro di similitudine dei cerchi aa'a" , bb'b". 

2. * Similmente le rette a'a" , b'b" s’ intersecano in S , centro 
di similitudine di C' e C". 

3. ® Dunque (art. ) le trasversali a'b' , a"b" s’intersecano 

sull’asse radicale di C' e C" ; come pure a"b" , ab s’incontrano 
sull’ asse radicale di C" e C. Cosi il punto R ( centro di similitu- 
dine di aa'a" , bb'b" ) sarà il centro radicale dei cerchi C , C , C”. 

4. ® Parimente ; poiché a'b' , a"b'' passano per un centro 
di similitudine di aa'a" , Wb" ; a'a" , b'b" si taglieranno sull’asse 
radicale di questi due cerchi , ed i punti S' , S" saranno sullo 
Stesso asse radicale. Dunqtie V asse di smilitudine SS'S'' dei cer- 
chi C , C' , C" , sarà pure /' asse radicale dei cerchi aa'a" , b'hb". 
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5. ” Poiché a'>l" |»assa pel centro di &iiiulit4tilincdi aa'a", bb’h", 
le tangcflii a questi rrrchi nei punti in cui «oao incontrati dalla a"b" 
s' interscciioranno aulì' asse radicale SS'S" (art. /2/). Questo punto, 
come è clùaro , sarà il polo di u"b" nel cerchio C". £ siccome 
il poh) di n"b'' è posto su di SS'S" , cosi il polo di SS'S" nel 
cerchio C" «ari su di a"b" ( ari. 96 ). Dunque u"i" si costruisce 
t'ongkingcndo il centro radicale col polo di SS'S" nel cerchio C". 

6. * Poiché il centro di aimiiiludine di due cerchi è sulla 
congkmgcnte di loro centri , e l' asse radicale è perpendicolare a 
questa retta, si deduce (come nell' art. 124 ) che la congiungente 
i centri di aa'a" , WV passa per R ed è perpendicolare ad SS'S". 

Eiemp. Descrircre un cerchio che tagli tre cerchi dati sotto angoli dati. 

Per mezzo dcircscmp. 5 art. 117 la quistionc proposta si riduce 
al problema del cerchio tangente tre cerchi ; o pure si possono discutere 
direttamente come nell’ art. 12-1 le tre equazioni 

R*— 2Rrco8*=S , R* — 2Rr'cosp=:S' , R* — ^2Rr"cosy=S". 

CAPITOLO X. • . , 

PnOPfilET/t COMUNI ALLE CURVE DI SECO.NDO GRADO , 
DEDOTTE dall’ EQUAZIONE GENERALE. 

128. La forma generale dell’ equazione di secondo grad<i è 
+Cy* -t-D*+ Ey-t-F=0 

in cui A , B , C . D , E , F sono delle quantità costanti. 

La natura della curva rappresentata da questa equazione varia, 
variando i valori particolari di queste costanti. Cosi abbiamo ve- 
duto ( cap. V ) che per alcuni valori delle costanti questa equazione 
può rappresentare due rette ; e che per altri valori ( cap. VI ) può 
rappresentare un cerchio. In questo capitolo ci proponiamo di 
dassilicare le differenti curve che possono essere rappresentate 
dall’ equazione generale del secondo grado , e di dimostrare alcune 
proprietà comuni a tutte queste curve (*). 

(*) Dimostreremo in segnilo , che la sezione fatta da un piano qua- 
lunque in un cono retto a base circolare è una curva di 2.® grado ; e 
viceversa che qualunque curva di 2.* grado può sempre comiderarsi co- 

Geom. Anal, 15 * 
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TuUucchè r équaziouc generale contiene sei costanti , cinque 
relazioni tra questi coefficienti sono sufficienti a determinare una 
curva di secondo grado. Intatto è chiaro che la natura della curva 
non dipende dalla grandezza assoluta delle costanti , poiché se la 
equazione si moltiplica o si divide per una costante qualunque , 
rappresenterà sempre la stessa curva. Possiamo dunque dividere 
r equazione per F , nel qual caso il termine nolo sarà lei’ equa- 
zione conterrà cinque sole costanti. 

Cosi , per esempio , si può descrivere una conica che passa 
per cinque punti. Sostituendo neU.' equazione generale le coordi- 
nate di ciascun punto dato (x'y’)..'... pel quale deve possare la 
curva , si avranno cinque equazioni della forma 

X V -H x'-t- |y'H- 1=0, 


dalle quali si potranno dedurre i valori delle costanti incognite ‘p, ec. 

129. Nel presente capitolo avremo spesso bisogno dì adope- 
rare il metodo della trasformazione delle coordinate ; onde sarà 
utile di trovare anticipatamente la trasformata dell’equazione ge- 
nerale rispetto a due assi nuovi paralleli ai primitivi che passano 
per la nuova origine {x'y'). Sostituendo x+x' , y+y' in luogo 
di a; ed V nell’equazione generale si à (or(. 8) 

sviluppando ed ordinando secondo le potenze delle variabili , i 
coefficienti di a:* , xy , y* saranno come prima A , B , C ; il coef- 
ficiente di X sarà 

D'=2Aic'-HBy'-f-D 

quello di y sarà 

E'=2Cy' -4-Ba:'-t-E 

ed il termine noto 

F'=Ao:'* -i-Rr'y'-+-Cy"-»-Daì> Ey'-t-F. 
Dunque : se V equazione di una curva di secondo grado si 
trasforma rapportandola a due assi paralleli ai primitivi , che pas- 
sano per una nuova origine, i termini di 2." grado rispetto aUe 


me una sezione conica. Sotto questo punto di veduta sono state studiate 
la prima volta dai geometri. Abbiamo creduto di anticipare questa pro- 
prietà , perchè fin da ora troveremo piìi semplice di adoperare l’ espres- 
sioni sezione conica o conica , in luogo di curva di 3.' grado. 
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tarMili reslerànno inalumii , ed il termine nolo tara il ritulialo 
della soslituzione delle coordinale della nuova origine nell’ equazio- 
ne primitiva (*). 

130. l/na retta incontra una curva di 2.” grado in due punì» 
reali , o coincidenti , o immaginari. 

Esaminiamo prima il caso in cui la retta passa per l'origine. 
La verità della proposizione enunciata risulterà evidente trasformando 
l’equazione a coordinate polari. Sia « l'angolo degli assi, ed a,? gli 
angoli che la retta facon gli assi; sarà a;sen<u=p sena, ysenw=psen^ 
(art. 12); 0 più semplicemente x=tnf> , y=np. Sostituendo questi 
valori nella forma generale, avremo per determinare la lunghezza 
del raggio vettore di ciascuno dei punti nei quali la retta ( my=nx ) 
incontra la curva , l' equazione 

(Am*-|-Bmn-t-Cn*)()*-t-(Dm-t-En;p-t-F=0. 

Questa equazione di 2.° grado dà sempre due valori per p ; si con- 
chiude dunque come nell' articolo 81 , che una retta che passa per 
i' origine incontra la curva in due punti reali , o coincidenti , o 
immaginari. 

Se la retta non passa per l'origine, trasformeremo l'equazione 
rapportandola ad assi paralleli aventi per nuova origine un punto 
qualunque della retta. L'equazione generale diverrà cosi 
Aj;*-t-Bxy-i-Cy*-l-D'a!-t-E'y-i-F=0 
nella quale D' , E' , F' avranno i valori trovati nell' articolo pre- 
cedente , quindi le distanze della nuova origine dai punti nei quali 
una retta qualunque che passa per I’ origine incontra la curva sa- 
ranno le due radici di un' equazione di 2.° grado della stessa for- 
ma di quella trovata precedentemente. 

131. Negli articoli che seguono ci occuperemo della discussione 
delle differenti forme che prende l' equazione di 2." grado dalla 
quale si deducono i valori di p , dipendentemente dai diversi va- 
lori che si danno al rapporto Ecco i principi! elementari di 

cui faremo uso nella discussione predetta. 

Supponiamo che vogliasi discutere l'equazione di 2.° grado 

ap*-4-àp-t-c=0 ; 

(‘) Lo stesso à luogo per le equazioni di qualunque grado , come 
può facilmente dimostrarsi. 
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i \ulori (li f pos!^ono scriversi sotto due forme, cioè 

—b±l/ b*—4ac 2c 

2a —6^1/ b*—\ac ' 

la sccouda forma si ottiene immediatamente se si divide .l' equa- 
zione per f>* e si risolve per rispetto alf inversa di p , cioè Ciò 


premesso. 

1. * Se c=0 , l'equazione sarà divisibile per p : una delli; 
radici sarà p=0 e l' altra p= — Se anche 6=0 l’ equazione sa- 
rà divisibile per p* ; e tutte e due le radici saranno uguali a zero. 

2. ® Se a=0 una delle radici sarà p=oo. Infetto dividendo 
l' equazione per p* avremo 


c poiché a=0 , 


sarà pel caso precedente 


= 0 , 


1 * j- 

-= — ; d oii- 
f 


de p=oo , p= — Lo stesso può dedursi ponendo a=0 nei va- 
lori di p sotto la seconda forma. Se anche 6=0 tutte e due te 
radici saranno infinite. 

3. ® Se 6=0 , le due radici saranno uguali e di segno con- 
trario. 

4. * Se 6*=4ac , le due radici saranno uguali ed espresse 

6 2c . 

da — ovvero — y. Se 6* è maggiore di 4ac le due radici sa- 
ranno reali ; se 6* è minore di 4oc le radici saranno immaginarie 
132. Applichiamo questi priiicipii all’ equazione che determina 
i punti nei quali la retta (tny=mr) taglia una curva di 2.° grado ; 
cioè all' equazione 

(Am*-t-Bn»n-t-Cn*)p®-t-{Dm-l-En)p-t-F=0. 

I. Se F=0 uno dei valori di p è nuUo4 ossia l' origine è uno 
dei pdnti nei quali la retta incontra^fa curva (art. 79). L’altro 
valore sarà /' 

^ Am*-t-Bmn-|-Cn* ’ 

Se nella ipotesi in esame la retta è condotta in modo che 


Digilized by Google 



4 . 


( 117 ) 

Dm-t-En=0 , lutti e due i valori di p saranno nulli ; cioè la ret- 
ta (my=tix) taglia la curva in due punti coincidenti nell’ origine; 
o, in altri termini, è tangente nell’ origine. Moltiplicando l’equa- 
zione Dm-+-En=0 per p e ponendo in luogo di mp ed np , a; ed y, 
si à per equazione della tangente nell' orìgine 

Dx-t-Ey=0. 

Esemp. f. Trovare la tangente nell’origine alla enrva 
• 5ar*-f-7a^-f-y* — a‘-(-2y=0 

JU$p. X — 3y 

Ettmp. 2. Il punto (1,1) è solla curva 

3x*— -lary-l-Sy'-l-Ta; — 5y — 3=a0 ; 

trasformare l’ equazione rapportandola ad assi paralleli condotti per que- 
sto punto , 0 trovare la tangente nella nuova origine. 

RUp. 9x — 5y=0, rispetto agli assi nuovi 
9(x — 1) — 5(y — 1)=0 , rispetto agli assi primitivi. 

133. Trovare V equazione della tangente nel punto x'y' della 
curva. 

Trasformiamo l’ equazione della curva rapportandola a due assi 
peralleli condotti pel punto x’y' ; e poiché questo punto è sulla 
curva il termine F' sarà nullo ( art. Ì29). L’ equazione della tan- 
gente rispetto ai nuovi assi sarà D'x-(-E'y=0, e perciò rispetto 
agli assi primitivi sarà D'(x— x')-+-E'(y — y')=0 ; nella quale po- 
nendo per D' ed E' i valori trovati nell’ art. 129 si à 

(2Ax'-hBy'-t-D) (x— x7-t-(Bx'-i-2Cy'-i-E) (y— y')=0 
la quale diviene più semplice sommandola coll' identità 
2Ax'»-i-2Bx'y'-+-2Cy'*-4-2Dx'-|-2Ey'-t-2F=0 

e viene 

(2Ax'-l-By'-l-D)x-i-(Bx'-|-2Cy'-l-E)y-l-Dx'-t-Ey'-l-2F=0. 

La stessa equazione si poteva ottenere procedendo come nell’ ar- 
ticolo 84. 

Entmp. Trovare la tangente nel punto (2,1) alla curva 
3x*-f-4xy-f-5y •— 7 x — 8y — 3=0 
Jlitp. 9x-l-10y=28. 

134. 11. Esaminiamo in secondo luogo il caso in cui uno dei 
valori di p diviene Infinito. Abbiamo veduto (art. /3/ ) che questo 
caso à lungo quando il cocfDcientc di p* è nullo , cioè quando 

iVm* -f-Bmn-f-Cn* =0. 

Se dunque il rapporto ^ verifica questa condizione, la retta (my=r»x) 






V 
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taglierà la curva in un punto posto a distanza infinita , ed in un 
altro punto la cui distanza dall' origine sarà in generale 

F 

Siccome in generale vi sono due valori per — che verificano 

fi 

la condizione Am*-(-Bmn4-Cn*=0 , cosi possono sempre condxirsi 
per V origine due rette reaii , coincidenti , o immaginarie , le quali 
tagliano la curva ad una distanza infinita ; ossia ciascuna delle 
quali incontra la curva «n un sol punto. 

Moltiplicando l’ equazione Am’-f-Bmn-t-Cn*=0 per p* , e so- 
stituendo ad mp , «pi loro valori x , y si à per equazione di 
queste rette 

Aa:*-HBxy-t-Ct/*=0. 

Nell’ articolo 129 abbiamo dimostrato che cangiando Torigine 
delle coordinate i coefficienti A , B , C restano inalterati ; quindi 
la condizione Am*-+-Bmn-(-Cn*=0 che resta la stessa per tutti i 
punti non determina che le direzioni di due rette condotte per 
un punto qualunque le quali tagliano la curva ad una distanza 
infinita. Possiamo dunque conchiudere che se per un punto possono 
condursi due rette reali che tagliano la curva ad una distanza 
infinita , le parallele condotte per un altro punto qualunque taglie- 
ranno anche la curva ad una distanza infinita (*). 

135. La più importante ricerca , concernente la forma di 
una curva rappresentata da un’ equazione qualunque , è di esami- 
nare se la curva è limitata in tutti i sensi, o se si estende all’in- 
flnito. Abbiamo veduto nel coso del cerchio che un’ equazione 
di 2.® grado può rappresentare una curva limitata , mentre nel 
caso in cui rappresenta due rette il luogo dell’ equazione si estende 
all’ infinito. È necessario quindi avere un criterio come distinguere 
la classe cui appartiene il luogo rappresentato da un’ equazione 
particolare qualunque del 2.® grado. Questo criterio possiamo ri- 
cavarlo da ciò che si è detto nell’ articolo precedente ; poiché se 
la curva è limitata da per tutto, il raggio vettore condotto per 

(*) Ciò è anche evidente per la geometria , poiché le rette parallele 
possono considerarsi come rette condotte per uno stesso punto posto 
all’ infinito. 
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r origine non può essere infinito , e noi abbiamo veduto che per 
essere infinito è necessario che si verifichi lo condiiione 
Am*+B»nn4-Cn*=0. 

Ciò premesso. 

1. ® Se B* — 4 AC è negativo le due radici dell' equazione 
precedente saranno immaginarie , nò può assegnarsi alcun valore 

reale al rapporto ^ talché verifichi l’equazione Am*+Bmn+Cn’=0: 

non vi sarà perciò alcuna retta reale che taglia la curva ad una 
distanza infinita , e la curva sarà limitala in lutti i sensi. Vedremo 
nel capitolo seguente che la forma di questa curva è quella rap- 
presentata nella figura 41. Questa curva si è chiamata Ellisse. 

2. ® So B* — 4AC è positivo le due radici dell’ equazione 
Am*-)-Bmn-f Cn*=0 saranno reali, e perciò vi saranno due valori 

reali pel rapporto ^ che rendono infinito il raggio vettore di uno 

dei punti nei quali la retta (my=nx) taglia la curva ; ossia si pos- 
sono condurre per l’origine due rette reali (Aa;*-+-BaT/-l-Cy®=0) 
che tagliano la curva ad una distanza infinita. Una curva di questa 
classe si è chiamata Iperbole e vedremo nel capitolo seguente che 
la sua forma è quella della figura 42. 

3. ® Se B*-— 4AC=0 le radici dell’ equaz.® Am*-l-Bmn-|-Cn*=0 
saranno uguali , come a dire le due direzioni nelle quali una retta 
può tagliare la curva ad una distanza infinita sono coincidenti. 
Una curva di questa classe si dice Parabola , e vedremo (Cap.XU) 
che la sua forma è quella della figura 43. 

136. Nell’ applicare a degli esempi i principi stabiliti nell’ ar- 
ticolo precedente , è utile di giovarsi dell’ esame di alcuni casi 
particolari che sono i più ordinari. 

1. ® Il cerchio è una forma particolare dell'Ellisse; poiché 
essendo nel caso del cerchio A=C , e B=2Acos*> (art. 78) si 
à B" — 4AC=— 4A*sen*u ; cioè B*— 4AC è essenzialmente nega- 
tivo , come nell’ ellisse. 

2. ® Se B=0 la curva sarà un’Ellisse quando A e C ànno 
lo stesso segno , sarà un’ iperbole quando ànno segni contrari. 

3. ® Se A=0 , 0 pure C=0 , B*— 4AC si riduce a B* quan- 
tità essenzialmente positiva ; la curva è dunque un’ iperbole. 


t 
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Quando A=0 i’ asse delle x sarìi una delle relte che taglia 
lu curva all' inOnito ; quando C=0 sarà l'asse delle v; finalmente 
quando A=0 , c C=0 i due assi incontreranno la curva all' infi- 
nito. In generale queste rette sono date dall’ equazione 
Ax* -i-Barj/-t-Cy*=0 . 

4. “ Se A=0 , 0 pure C=0 , e nello stesso tempo sià B=0 
sarà B* — 4AC=0 , e la curva è una parabola. 

5. “ In generale la curva sarà una parabola se i tre termini 
di secondo grado rispetto alle variabili formano un quadrato esatto. 

Etmp. Determiaare la specie di ciascuna delle seguenti curve 
3a;M-4a:y-|-5y*— 2a>-7y— 4==0 Biq». Ellisse 
ay — y*+&x+ y =0 » Iperbole 
i^Ty j- y*" " X — y— » Parabola 

É — ^4-1=0 » Parabola. 

137. III. Esaminiamo in terzo luogo il caso in cui il rap- 




porto — è tale che 1' equazione di 2.® grado dell’ art. 130 , dà 

pw p due vadori «guadi e di segno contrario. Ciò avviene {ari. 43 fj 
quando Di»-t-Ei»=»0. 

I punti corrispondenti ai valori di p saranno su di una retta 
equidistanU dall' origine; e perciò Incorda rappresentata dall' equa- 
zione Dsr-t-Ep=0 resterà bisecato dall' origine. Ck)sl per «n punto 
qutdmuqw si pud condurre wan wrda che resti bisecata in questo 

punto. 

138. Vi ò nondimeno un caso in cui per un punto dato possono 
condurei più corde che restano bisecate nel punto medesimo. 
Intatto : se nell’ equazione generale si à D=0 , E=0 l’ c^essiooe 

D»H-En sarà nulla indipendentemente dal priore ^ ^e qualun- 
que corda condotta per l’origine reterà divi^ per metà. In questo 
Jaso l'origine si chiamo U ««irò della curva. Quantunque per 
un’origine qualunque le quanUtà D ed E non siano nuUc puresc 
la cuna à un centro prendendo questo punto per origine le quan- 
tità D ed E saranno nuHe, e reciprocamente se si cangia 1 origino 
talché i coefiWentì di a: ed y divengano nulli . la nuova origine 
sarà un centro della curva. 
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Per vedere se è possibile di render nulli i coefficienti di o! ed y 
col cangiamento dell’ origine , basta richiamare le formole date 
nell’ art. 129; dalle quali si deduce che le cordinate ac’ , y' della 
nuova origine debbono soddisfare alle condizioni 

2Aac'-t-Bi/'-t-D=0 , 2Cy'+Bx'4-E=0. 

Queste due equazioni bastano a determinare i valori di x' ed y’ ; 
e poiché sono lineari non ammetteranno che un sol valore per x 
c per y. Dunque le sezioni coniche anno un centro , nè può essere 
che uno. 

Risolvendo le equazioni precedenti si ànno per le coordinate 
del centro. 

BE— 2CD BD— 2AE 

^ ~ B*— 4AC ’ ^ B*— 4AC ’ 

Nell’ Ellisse e nell’Iperbole l’espressione B* — 4AC à un valore 
finito ( art. 435 ) , nella Parabola è nulla , e le coordinate del 
centro divengono infinite. È perciò che spesso l’ ellisse e l’ iper- 
bole sono classificate come curve dotate di centro ; e la parabola 
come curva priva di centro. È necessario però ricordare che stret- 
tamente parlando ogni curva di 2.” grado à un centro , e che 
nel caso della parabola il centro è posto ad una distanza infinita. 

139. Trovare tl luogo dei punti medi di un sistema di corde 
parallele ad una data retta , in una curva di 2.® grado. 

Abbiamo veduto (art. 437) che una corda my=nx condotta 
per r origine è bisecata se D»w-t-En=0. Trasportando quindi 1 ori- 
gine in un punto qualunque si vede che una corda parallela alla 
precedente sarà pur^'AIseeata se m volte il nuovo coefficiente della x, 
più n volte il coefmiente di y è uguale a zero ; cioè (art. 429) se 
m(2Aj;'-t-By'-t-D)-l-n(Bx'-|-2Cy'-l-E)=0. 

E poiché questa relazione è verificata quante volte la nuova 
origine x'y' è il punto medio di una corda parallela ad my==nx ; 
si conchiude che il luogo dei punti medi. di un sistema di corde 
parallele è -‘determinàto dalla reTW * ' 

m(2 Ax-i-By-I- D) n(Bx -H 2Cy + E)=0 . 

Ogni retta che biseca un sistema di corde parallele si è cliia- 
nrota diametro , c le rette eh’ essa biseca le sue corde. 

La forma dell' equazione precedente prova (ari. 56’) che ogni 
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dìanKtro passa pel punto comune alle rette 

2Ao;4-By+D=0 , Ba:-t-2Q»4-E=0 
e siccome le coordinate diquestopuntosonoquelledel centro (ari. /JS), 
si conchiude che offni diametro pasta pel centro della curva. 

Ponendo n=:0 l'equazione della corda tny=na; diviene y=0 
cioè r asse delle x ; e quella del diametro 
2A*4-By-i-D=0 , 

questa equazione sarà dunque quella del diametro che biseca le 
corde parallele all'asse delle x. Slmilmente si prova che 
2Cy-t'Bx-t-E=0 

è il diametro che biseca le corde parallele all' asse delle y. 

2A B 

Nella parabola si à B* — 4AC=0 ossia ; quindi i due 

diametri 

2Ax-i-By”l“D^0 . 

sono paralleli ; donde si conchiude che nella parabola lutti i dia- 
metri sono' paralleli. 

Questa proprietà della parabola è d' altronde evidente ; poiché 
avendo dimostrato che i diametri nelle sezioni coniche passano 
pel centro , e che il centro nella parabola è posto ad una distanza 
infinita , si vede dalla geometna che i diametri delia parabola 
dovendosi incontrare in un punto posto ad una distanza infinita 
saranno paralleli (’). 

L' esempio ordinario del cerchio è sufficiente a dichiarare la 
natimi dei diametri delle curve di 2.“ grado. È necessario però 
osservare che i diametri in generale non sono perpendicolari alle 
loro corde , come nel cerchio. Nella parabola , per esempio , la 
direzione dei diametri essendo sempre la stessa , mentre quella delle 
corde può essere qualunque , si vede che il diametro può fare colle 
sue corde qualunque angolo. 

140. La direzione dei diametri di una parabola è la stessa 
che quella di una retta condotta per V origine e che taglia la curva 
ad una distanza infinita. 

(')■ Si può geometricamente trovare il centro di uua sezione conica 
qualunque conducendo due corde parallele e congiungendo i punti medi : 
questa congiungente sarà un diametro. Determinando nello stesso modo 
un altro diametro, il punto d' incontro sarà il centro. Se i due diametri 
risultano paralleli la sezione conica sarà una parabola. 
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liifatto le rette condotte per l’ origine cbe incontrano la curva 
ad una distanza infinita sono date dall’equazione {ari, 434). 
Aa;*-(-Bxy-t-Cy* =0 , 

nella quale posto in luogo di B il suo valore 1<^4AC si à 
(xl/ A-t-y 1/ Q*=0 , 

e poiché , per l’ articolo precedente , i diametri sono paralleli alla 
retta 2Ax+By=0 , che nel caso della parabola diviene 

x \/\+ y \/^=0 , 

si conchiude che ogni diametro della parabola taglia la curva in 
un punto posto ad una distanza finita ed in un altro posto ad una 
distanza infinita. 

141. Se due diametri di una sezione conica sono tali che le 
corde dell'uno sono parallele all' altro, reciprocamente le corde di 
questo saranno parallele a quello. 

L'equazione del diametro le cui corde sono parallele ad my=nx 
è (art. 439) 

(2Am-t-Bn)x-4-(Bm-t-2Cn)y-t-Dm+En=0 ; 
c supponendo eh' esso sia parallelo alla retta m'y=n'x sarà 

m' Bm+2Cn ;■ 


2Am+B«i 


ovvero 


2Amm'-hB{m»t'4-m'n)-i-2&m'=0. 

La simmetria di questa equazione dimostra eh' essa esprime 
pure la condizione perchè la retta my+nx sia parallela al diametro 
le cui corde sono parallele ad m'y=n'x. Dunque ecc. 

Due diametri che ànno tra loro questa relazione si chiamano 
diametri coniugali (*). 

Se nell’ equazione generale si à B=0 gli assi saranno paralleli 
a due diametri coniugati. Intatto : il diametro le cui corde sono 
parallele all' asse delle x sarà , nel caso io esame , 2Ax+D=0 ; 
e perciò parallelo all’ asse delle y : quello le cui corde sono pa- 
rallele all’ asse delle y sarà 2Cy-t-C=o e perciò parallelo all' asse 
delle X. 

(*) È evidente che solo le curve che ànno centro possono avere 
dei diametri coniugati , poiché nella parabola 1 diametri tono lutti pa- 
ralleli tra loro. 
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142. IV. Esaminiamo da ultimo il caso in cui le due radici 
dell'equazione dell’articolo 130 sono uguali. In questa ipoteid la 
retta m>i=nx taglierà la curva in due punti coincidenti , cioè sarà 
tangente. Ora perchè 1’ equazione 

(Am*+BmiH-Cn*)p*+(Dm4-En)p-l-F=0 
.ibbia le radici uguali, è necessario (art. /J/) che si abbia la con- 
dizione 

(Dm-l-En)*=4F(A»n*-|-Bmn-l-Cn*) ; 
c poiché questa equazione dà due valori per ^ ; si conchiude che 

per r origine possono sempre condursi due tangenti reali , coin- 
cidenti , 0 immaginarie. 

Moltiplicando questa equazione per p* e sostituendo tc ed t/ 
ad tnp ed np si à per equazione delle tangenti anzidetto 
(D‘— 4AF)x»-t-2(DE— 2BF)zv-l-{E*— 4CF)y =0 

È utile di esaminare il caso particolare in cui queste tangenti 
sono coincidenti. La condizione perchè l’ equazione precedente abbia 
le radici uguali è ' 

(D*— 4AF) (E«— 4CF)=(DE— 2BF)* 

owero 

4F(AE'-I-CD*+FB»— BDE— 4ACF)=0 ; 
la quale sarà verificata da F=0 , ossia se 1’ origine è sulla curva. 
Dunque ogni punto della curva può esser consideralo come l’inter- 
sezione di due tangenti che conincidono ; nella stessa guisa che una 
tangente può esser considerata come la congiungente di due punti 
coincidenti. 

Le due radici sono anche uguali quando 

AE*-|-CD*-I-FB*— BDE— -4ACF=0 : 
abbiamo veduto ( art. 12 ) che questa condizione esprime pure che 
ii,£quazione generale del 2.® grado rappresenta due rette. Per in- 
lerpetrare questo doppio signilicato , basta osservare , che , sicco- 
me una tangente taglia il luogo in due punti coincidenti , quando 
il luogo si riduce a due rette, la retta che taglia il luogo in due 
punti passerà pel punto d’ incontro delle rette anzidette ; e perciò 
lo due tangenti che si possono in generale condurre ad una curva 
di 2,° grado saranno coincidenti , e verranno espresse dalla con- 
giungente il punto dato col punto d'incohlro delle due rette che 
rappresentano il luogo, 
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143. l'rmart 1' equazione della congiutigenle i punti di contatta 
delle tangenti condotte dall'origine. 

Nell’ articolo precedente abbiamo veduto che se ^ è una del- 
le radici dell' equazione 

(D«— 4AF)m*-+-2(DE— 2BF)fnn-f-(E*— 4CF)n*=0 
la retta m’y=n'x , sarà tangente la cuna , e l’ equazione 
(Am'*+Bm'n'-+-Cn'*)p*-t-(Dm'-^-En'VH-F=0 

2F 

avrà le due radici ugual i ; e saranno espresse [art .i5f)da p= — » 

ossia saranno date dall’ equazione 

Dm'p-t-En'p-(-2F=0 . 

Dunque le coordinate del' punto di contatto dovranno veriti- 
care la relazione 

Da?-+-Ey+2F=0; 

che sarà perciò l’ equazione dejla congiungentc i punti di contatto 
delle tangenti condotte dall’ origine. Questa retta è sempre reale 
o che le tangenti sono reali ovvero immaginarie. Si è chiamata , 
come nel cerchio , la polare dell’ origine ; e l’ origine si è detto 
il polo rispetto a questa retta. 

144. Trovare Vequazione della polare di un punto qualunque x'y'. 
Trasformando l’equazione rispetto ad assi paralleli aventi per ori- 
gine il punto x'y' la polare della nuova origine saràD'ar-4-E'y-t-2F'=0; 
ovvero ritornando nuovamente all’ origine primitiva col porre x — x', 
y — y' in luogo di a; ed y 

D'(aj— x')-l-E^y— y')-+-2F'=0 ; 

nella quale ponendo i valori di D' , E' , F' dell’ art. 129 , c ridu- 
cendo come nell’ art. 133 , si à per equazione della polare 
(2Ax'-i-By'-*-D)a:-+-(Bx'-+-2Cy'-4-E)y-i-Dx'-l-Ey'-+-2F=0. 
Paragonando questa equazione con quella trovata nell’ art. 133 
si vede che la polare di un punto qualunque posto sulla curva è 
la tangente in quel punto. 

145. La polare (Dx-t-Ey-t-2F=0) dell’ origine è parallela alla 
corda (Dx-|-Ey=0) condotta per l’ origine in gtiisa che resti in 
questo punto bisecata ; e poiché questa retta è una delle corde 
del diametro che passa per 1’ origine , cosi la polare di un punto 
qualunque è parallela alle ordinai* del diametro che pana per qutUa 
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plinto.- Donde , come caso particolare ; la (angenle all' estremità 
di un diametro qualunque è parallela alle corde di questa diametro. 

146. Se riprende un punta qualunque x"y" sulla polare di x'y', 
la sua polare passerà per x'y'. 

La condizione perchè il punto x"y" sia sulla polare di jr'y' 
è { art. IH ) 

la quale può anche scriversi cosi 
(2Ax"+By"-+-U)a;'-h(2Cy"+Bx"+E;y'4-Da^'+Ey"+2F=0; 

e poiché sotto questa forma esprime pure che il punto x'y' è sulla 
polare di x"y" , si conchiude come nell’ enunciato che ecc. 

La forma dell’ equazione della polare dimostra ( art. SO ) che 
se un pufUo si muove lungo una retta fissa la sua polare passerà 
costantemente per un punto , che per quello che abbiamo detto in 
questo articolo sarà il polo della retta 6ssa. 

Il teorema che abbiamo dimostrato nel presente articolo può 
essere enunciato nel seguente modo: 

L' intersezione di due rette qucUunqe è il polo della congiut^- 
gente i loro poli ; o reciprocamente : la congiungetUe di due punti 
qualunque è la polare del punta comune alle polari de' punti predetti. 

147. Se sul raggio vettore condotta per l’ origine si taglia 
OR ( fig. 47 ) in rapporto armonico con OR' ed OR" ; U punto R 
sarà sulla polare di O. 

1* distanze OR', OR" sono determinate dall'equazione {art. ISO) 
(Am*4-Bmn-t-Cn*)p*+(Dm-f-E»V4-F=0. 

Quindi per la teoria delle equazioni sarà 

_2 1^1 DnH-Ert 

Off~OR''*'0R" F 

c per avere la locale del punto R basterà sostituire a; ed y ad m • OR 
ed n-OR: l’equazione del luogo sarà dunque 
Dx+Ey+2F=0. 

che è la polare di 0. 

Così , oyni retta condotta per un punto i dirùa armonica- 
menie dal punto , dalla cuna , e dalla polare del punto (’). 

(■) Per la deduzione dei casi particolari compresi in questo teorema 
è necessario consultare il cap. XV quando parleremo delle proprietà 
armoniche delle coniche. 
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148. Se per un punto qualunque *i conducono due relle , e 
si congiungono i punti nei quali tagliano una curva di f.o grado, 
queste congiungenti s’incontreranno suda polare del punto. 

La dimostrazione che abbiamo data di questo teorema ( art, 97). r 
nel caso del cerchio si applica esattamente alle coniche in generale ; 
poiché in quel caso non si è nella dimostrazione avuto riguardo 
all' uguaglianza dei coelBcicnti A e C. 

Se per un punto 0 (,fig-i7) si conduce una retta qualunque OR, 
le taisgenti in R' cd R" si taglieranno sulla polare di 0. 

Questo teorema è un caso particolare del precedente , sup- 
ponendo che le due rette coincidono. 

Si può anche dedurre immediatamente dall' art. 146 , osservando 
che il polo di una corda qualunque che passa per O deve trovarsi 
sulla retta II' ; e che il polo di una retta può riguardarsi come 
l'intersezione delle tangenti nei punti in cui la corda taglia la 
curva (*). 

149. Se per un punto O si conduce una retta qualunque OR , 
e si eongiunge il punto O col polo P di questa retta , PO ed OR 
costituiranno un fascio armonico con le tangenti condotte per O. 

Poiché siccome OR è la polare di P , PTRT* sarà divisa ar- 
monicamente , e perciò OP , OT , OR , OT' formeranno un fascio ^ 

armonico. 

' Esemp. /. Se un quadrilatero ARCO (fig.4S) è inscritto in una 
conica ciascuno dei punti E , F , O sarà polo della congiungeute gli 
altri due. 

Poiché EC , ED sono due rette condotte per E , e CD , AB sono ^ 

due delle congiungenti i punti in cui le prime tagliano la conica , dovranno 
intersecarsi sulla polare di E ; lo stesso avverrà per le AD , CB : quindi 
la OF sarà la polare di E. Similmente si dimostra che EF é la polare 
di O , ed £0 la polare di F. 

Etemp. 2. Per un punto dato fuori di una conica condurre la tan- 
gente.; per mezzo del principio precedente. 

Pel punto dato E si conducano due rette qualunque , e si completi 
il quadrilatero come nella figura : la OF taglierà la curva in due punti 
che congiunti con E daranno le due tangenti. \ 

(') Per questa proprietà la polare di un punto si é anche definito 
il luogo delle intersezioni delle tangenti condotte alle estremità di una 
corda qualunque che passa pel punto ; o die questo punto è dentro o 
fuori della curva. *'• 
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Eitmp. 3. Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica ciascuna 
diagonale sarà la polare del ponto d’ incontro delle altre due. 

Dimostreremo questo teorema , come quello dell’ esemp. 1 , per 
meno delle proprietà armoniche di un quadrilatero. Abbiamo dimostra- 
to ( art. 60 ) che le rette E k , EO , ER , EF costituiscono un fascio 
armonico. Quindi poiché EA, £B sono per ipotesi tangenti la conica, 
ed EF una retta che passa pel punto d' intersezione , per l’ art. 149 
la EO passerà pel polo di EF ; similmente si dimostra che FO passerà 
pel polo di EF : questo polo sarà dunque 0. 

150. Il teorema dell' art. 147 può anche dimostrarsi con un 
processo in tutto simile a quello impiegato nell’ art. 89. Per avere 
il rapporto in cui la congiungcnte di due punti è tagliata dalla curva. 


poniamo 


lx"-i-mx' ly"+my' . 


l 


in luogo di X ed y; il rapporto — 


/-t-m t-i-m 

sarà dato dall' equazione 

tmt(aAjì"-t-By"4-D)x'-t-(Bx''-t-2Cy"4-E)y'-t-Dx"-(-Ey"-+-2F]=0. 

Or se il punto x"y" è sulla polare di x'y' il coefiBciente di Itn 
sarà nullo , le radici dell' equazione saranno della forma 1=±(^ , 
c perciò la congiungente i due punti è tagliata dalla curva armo- 
nicamente. La stessa equazione può servire anche per avere l’equa- 
zione delle tangenti condotte da un punto qualunque alla curva. 
Intatto se il punto n"y" è posto sopra una delle tangenti condotte 

per x'y' l’equazione che determina il rapporto — dovrà avere le 

radici uguali , e perciò il punto x"y" dovrà soddisfare la condizione 
4(A«*-hBxy-(-CyH-»a;-|-Ey-f-F)(Aa:'»-+-Bx'y'-|-Cy'*-|-D®'-f-Ey'+F)= 
[{2A®'-t-By'-t-D)x-l-(Bx'-4-2Cy'-|-2E)y+Dx'-i-Ey-l-2]« 
che sarà l’equazione delle due tangenti. 

161. Se per un punto qualunque si condttcono due corde che 

tagliano la curva nei punti R' , R" , S' , S" il rapporto 

sarà costante qualunque sia il punto O , purché le direzioni delle 
corde siano sempre le stesse. 

Matto dall’equazione dell’ art. 130 si deduce 

OR'.RO"=ì ^ 


Similmente si à 


OS'-OS"= 


Am*-t-Bin»H-Cn» 

F 

Am'»-t-Bm'n'-t-Cn'» 
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OR' ■ 0R'' _ Aw'«4-B*»'n'-fC»'« 

OS' • OS" Am'-i-Bmn+Cn* 

Or poiché i coefficienti A , B , C non variano cangiando )' ori- 
gine ( art. 429 ) ; e di più m , n , m' , n' si suppongono costanti 
come dipendenti dalle direzioni delle corde , cosi si conchiude che 
il rapporto anzidetto è costante. 

Lo stesso teorema può anche enunciarsi cosi : Se per due 
punii O ed O' ti conducono due paraUele qualunque OR , O'p il 
OR'. OR" 

rapporto Qy.Qy> ««ra costante. 

Poiché i rettangoli OR'-OR"., Oy-OV' sono rispetlivamenle 
espressi da 

F F' 

Am*-|-Bnifi-f.Cn* ’ Am*-|-Bm»H-Cn* 

(dinotando F' il termine costante dell’equazione quando l’ orìgine 0 

F 

si trasporta in 0') , il loro rapporto sarà uguale ad p e perciò 
indipendente da m e da n. 

Questo teorema non é che (piello di Euclide ( III. 35 , 36 ) 
generalizzato. 

152. Ecco alcuni casi particolari, utili a sapersi, che si dedu- 
cono dal teorema precedente. 

1. * Se 0' é il centro della curva sarà 0'p'=0'p", ed il prodot- 
to O'p' 'O'p " diverrà il quadrato del semi-diametro parallelo ad OR. 
Dunque I rettangoli dei segmenti di due corde che s' intersecano sono 
tra loro come i quadrati dei temidiametri paralleli a queste corde. 

2. ” Se OR é tangente sarà OR'=OR",ed il prodotto OR' .OR" 
esprimerà il quadrato della tangente : e ravvicinando questo al caso 
precedente si conchiude che Le tangenti condotte per un punto 
qualunque sono tra loro come i diametri parcdleli a queste tangenti. 

3. ° Se 00' é un diametro , ed OR , O'p' parallele alle sue 
corde sarà OR'=OR" ed 0'p'=0'p". Siano A, B i punti nei 

or" ÒV* 

quali il diametro taglia la curva sarà j^Q.Qg— xo'.Q'B ’ 

1 quadrati delle ordinate ad un diametro sono proporzionali ai ret- 
tangoli dei segmenti in cui_0tste ordinate dividono il diametro. 
Geom. Anal. 17 
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153. Vi è un caso in cui il teorema dell' articolo 151 non è 
applicabile , ed è quando la retta OS è parallela ad una delle rette 
che tagliano la cun a all’ infinito ; poiché il segmento OS" è allora 
infinito , e la retta OS taglia la curva in un sol punto a distanza 
finita. Passiamo ora a cercare se anche in questo caso il rap- 

OS' . . . 

porto costante. 

Prendiamo per semplicità OS per asse delle f , ed OR per 
quello delle y. Poiché l’ asse delle x è parallelo ad una delle rette 
che tagliano la curva all' infinito, il termine A sarà nullo (or/. Ufi ), 
e l’equazione della curva sarà della forma 

ftry-»-Cy’4-Djf-+-Ey-+-F=0, 

F 

Ponendo y=0 l’ intercetta sull’ asse delle x sarà OS'= — g ; e 
facendo x=0 il rettangolo delle intefcette sull’asse delle y sa- 

F 

rà Quindi avremo 

QS' _ C 
OR'OR'*~ D’ 

Se ora si trasforma 1’ equazione ad assi paralleli , il coefficiente G 
resterà lo stesso e D diverrà in generale By'-f-D ; e perciò il 
rapporto precedente si ridurrà a 

C 

By'-l-D 

e siccome nel caso della parabola si à B=0 ; cosi se una reUa 
data taglia un diametro qualunque di una parabola ii rettangolo 
de’ segmenti serberà un rapporto costante alla parte che taglia dal 
diametro. 

Se la curva è una iperbole il rapporto sarà costante solo 
quando y' ò costante. Dunque le parti cìke due corde parattete di 
ìina iperbole tagliano sopra una retta parallela ad un asintoto sono 
proporzionali ai segmenti di queste corde. 

164. Trovare la condizione perchè la retta ax-t-by+c=0 tocchi 
la conica rappresentata dall' equazione generale. 

Sostituendo nell’ equazione generale il valore di y dedotto 
dall’ equazione ax+bys=c le ascisse dei punti comuni saranno date 
dall' equazione 

Boà+Cn*).r*k— (B6c— 2Coe— B6»-f-Eoà)x-f-Cc*— E6 c4-F6*=s0. 
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Se la retta dere essere tangente la conica, le radici di questa equa- 
zione saranno uguali e perciò avtct&o la condizione 

(B6c— 2Coc— D6*4-Ea,ft)*=4(A6*— Ba6-f-Ca»)(Cc*— E6c-hF6*) 
la quale , eseguendo le opefaziohi accennate e dividendo per ò* , 
può ricevere la forma 

(E‘— 4CF)o*+(b‘— 4AF)6*-+‘(B*^AC)c*-t-2(2AE— BD)6c-t- 
2(2CI>— BE)ca+^2BF— DE)oò=0 . 

Ecco alcuni esempii. 

E$emp. 4. Trovare 1’ equazione della conica che taglia sugli assi le 
parti d,a' ,6,6'. 

Le quantità a , a' , 6 , 6' sono date dalle equazioni 

it*'^[9+a']3ì+tta'=d0 , y»*-{6-f-ò')y-t-46'=0 
le quali debbono essere Snehe quelle , cui si riduce l’ equazione gene- 
rale ponendo ^=0 , ed x=dO : l’ equazione della conica sarà dunque 
66'arH-BiTy-H<«'y*— A6 '(o-I-o')*-— O o'(6-t-6')y-l-oa'66'=0 
nella quale B rimane indeterminata. 

Esemp. S. Trovare l’equazione della parabola che tocca gli assi 
nei punti x=a , y=b. 

Ponendo nell’ equazione dell’ esempio precedente o=a' , 6'=6’ , e 
determinando B con la condizione B*— 4AC=0 si à per l’ equazione 
cercata 

6»**— 2a6*y-|-<i»y* — 26*ox — ^2o*6y-i-o*6*=0. 

Abbiamo dato il segno al coeflBciente di ay , poiché se si prende 
il segno H- l’equazione non rappresenta una parabola ma il quadrato 
della retta oy-f-6a: — a6=0. 

E$emp. 3. Tuttoché una conica che passa per quattro punti non 6 
completamente determinata nondimeno la polare di an punto qualun- 
. que x'y' passerà costantemente per un punto. Prendendo per assi due 
lati opposti del quadrilatero che si ottiene conginngendo i quattro ponti 
r equazione della com'ea sarà quella dell’ esempio 1 , e perciò la polare 
di un punto qualunque x'y' cóntefrà l’ indeterminata B , e passerà co- 
stantemente per nn pdnto. 

Etemp. 4. Trovare il luogo del centro di una conica che passa per 
quattro punti. 

Il centro della conica sarà dato dalle equazioni 

266'x-)-By — bb'[a — o']=0 , 2aa'y-)-Bx— ao'(6-f-6')=:0 . 
dalle quali eliminando B si à pel luogo cercalo I’ equazione 
%b'x*-^2na'i/*-^bb'(a-\-a')x — aa'[h-\-b' ]y=0. 

Questa equazione appartiene ad nna conica clic passa pei punti d’in- 
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tiTseziune delle tre coppie di rette che si ottengono eongiungendo da* 
a due i punti dati ; e |>ei punti medi! di queste rette. , 

CAPITOLO XI. 


KQDAZIONI DI 2.* GUADO RIFEUITE AL CENTRO COME ORIGINE. 

155. Nel ricercare le proprietà dell’ Ellisse e dell’ Iperbole 
possiamo cominciare dal rendere più semplici l’ equazioni di queste 
curve prendendo il centro per origine delle coordinate. Infatto 
abbiamo veduto {art. 138) che prendendo il centro per origine 
delle coordinate i coefficienti di ir ed y della nuova equazione 
saranno nulli , e perciò l'equazione rispetto alla nuova origine avrà 
la forma 

A** -t-Bxy-t-Cy* +F'=0 

nella quale 

F'=Ait'«-t-Rry+(y-4-Dx'+Ey'4-F 
essendo jj* ed y' le coordinate del centro ( ari. 129). 

Il calcolo per avere il valore di F' in funzione dei coefficienti 
di.'ir equazione generale può rendersi più semplice ponendolo sotto 
la forma 

F'=-i[(2Ax'-+-By'+D)®'-l-<2Cy'+ftr'+E)y'-i-Dx'-|-Ey'+2FJ 
poiché essendo nulli i due primi termini , sostituendo i valori 
di x' ed y' si à 




AC 


ji?2AE — BD ^ 


ovvero 




F'=: 


AE«+CD*+FB»— BDE— lACF 


B*— lAC 

156. Se il numeratore del valore di F' è nullo l’ equazione 
trasformata sarà 

Ax*-hBxy-i-Cy*=0 

e rappresenterà due rette {art. 69), reali o immaginarie secondo 
che B* — 4AC è positivo o negativo. Dunque , come nell’ art. 72 
la condizione perchè l'equazione di 2." grado rappresenti due rette è 
AE*+CD*-t-FB*— BDE— 4ACF=0. 


* 
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B*emp. t. Trasformare l’equazione 3a:*+4a!jH-y*— Sx— 6y — 3=0, 
rispetto al centro ( , — 4 ). 

Bisp. 15Le*-:t-16«y4-4y*+l=0. 

Etemp. 2. Trasformare l’ equazione a:H-2a:y— y*-t-8aH-4y— 8=0, 
rispetto al centro ( — 3 , — 1). 

Bi$p. **-+-2a:y — y*=22. 

157. Abbiamo veduto ( art. 45A ) che l’ equazione 

kx' H-Bxy-i-Cy* = 0 

rappresenta due rette reali o immaginarie condotte per Torìgine. 
le quali incontrano la curva in un punto distante dall’ origine per 

_ — F 
^ Dm-|-E» 

ed in un altro punto posto ad. una distanza infinita. 

Or se r origine è nel centro sarà D=0 , £=0 ed il valore 
di p sarà pure infinito. Dunque pel centro possono condursi due 
rette che tagliano la curva in due punti coincidenti posti ad una 
distanza infinita , e che possono perciò riguardarsi come tangenti 
alla curva. Queste rette si sono chiamate gli asintoti della curva; 
e sono reali per l’ iperbole , ed immaginarie per T ellisse. Vedre- 
mo in seguito che quantunque gli a.sintoti tagliano la curva al- 
r infinito pure quanto più si prolungano tanto più si avvicinano 
alla curva. 

Siccome le due tangenti reali o immaginarie condotte pel cen- 
tro incontrano la curva ad una distanza infinita , anche la con- 
giungente dei punti di contatto sarà posta ad una distanza infini- 
ta. Quindi per 1’ articolo 143 il centro della curva può essere ri- 
guardato come il polo di una retta posta ad una distanza infinita. 
La stessa deduzione si ottiene pure dall’ equazione Do;-H£y-(-2F=U 
che rappresenta la polare dell’ origine ; poiché quando l’ origine è 
il centro della curva si à D=0 , £=0 , e l' equazione della polare 
diviene F=0 , che rappresenta ( art. 44 ) una retta posta a di- 
stanza infinita. 

158. Abbiamo veduto che prendendo il centro della curva per 
origine i coefficienti di x e di y dell’ equazione generale si an- 
nullano : r equazione cosi ridotta può divenire anche più sem- 
plice prendendo per assi due diametri coniugati , perchè in questo 
raso il coefficiente B sarà pure nullo e I' equazione avrà la forma 

Ax’-t-(;y*=F. 


X 
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È chiaro da questa forma che ogni retta parallela ad uno degli 
assi delle coordinate ò divisa per metà dall' altro ; poiché ad ogni 
valore di x corrispondono per y due valori uguali e di segno con- 
trario ; e ad ogni valore di y corrispondono due valori di « uguali 
e di segno contrario. 

L' angolo di due diametri cobiugati non è generalmente ret- 
to , vi sono però due diametri coniugati che fanno un angolo ret- 
to. Questi diametri si chiamano gli assi della curva , ed i punti 
nei quali incontrano la curva si dicono i suoi vertici. 

Sia my=nx l’ equazione di un diametro ; quella del suo con- 
iugato sarà (ari. 44 i). 

m{2Ax-l-By-t-D)-t-n'.2C!/-l-Bjr-l-E)=0 : 
se questi diametri sono perpendicolari sarà ( art. 40 ) 
{2Am-+-Bn)n— (Bm-t-2Cn)m=0 

ovvvero 

Bm* — 2(A — C)m»i — B«*=0 

moltiplicando per p* e ponendo x,y in luogo di ntp ed Mp si à 
Ba:* — 2(A — C)xy — By*=0 

Questa equazione rappresenta due retto reali che si tagliano 
ad angolo retto (or(. 70). Dunque neUe curve che ànno centro 
vi sono sempre due diametri coniugati ortogonali , nè possono es- 
sere più di due. 

Nell’ articolo 71 abbiamo veduto che l' equazione che si è ot- 
tenuta per gli assi rappresenta pure le bisecanti interna ed esterna 
degh angoli formati dalie. rette reali o immaginarie d^l' equazione 
Ax*-|-Rry-t-Cy*=0. 

Dunque gli assi della curva sono i diametri che bisecano gli an- 
goli degli asintoti ; e sono sempre reali o che gli asintoti sono 
reali o pure immaginari ; cioè o che la curva è una iperbole o 
un' ellisse. 

159. La riduzione dell’equazione generale di cui abbiamo par- 
lato nell' articolo precedente si può anche ottenere colla trasfor- 
mazione delle coordinate. Possiamo infatti dimostrare direttamente 
che è sempre possibile di trasformare l'equazione rispetto a due 
assi ortogonali talché il coeiBciente di xy della trasformata sia 
nullo. 

Supponiamo gli assi primitivi rettangolari , c sia « l' angolo 


Digitized by Google 


( 136 ) 

che il nuovo asse delle ascisse fa con l' asse primilivo : bisognerà 
sostituire a;cos9— yscnS in luogo di a; ed orsenS+yrosS in luogo 
di y nell'equazione Ax*+Ban/+Cy*=F , la quale diverrà 
A(xco8A — ysen9)*-t-B(*cos9 — ysen9)(a»eii#-+-Vcos6)-+-C(xsen8-f-ycos#)»=F 
Sviluppando e chiamando A',B',G' i coeillcienti di x*,xy, edy* si à 


A'=Acos*64-Bsen6cos8+Csen*6 
B'=2Csen9cos8-)-B(cos*9 — sen*9) — 2Asen8cos8 
C'=Asen*e — Bsen8cos8+Ccos*8. 


Ponendo ora B'=0 si à per determinare tangS l’equazione dell' ar- 
ticolo 158 , contenente il rapporto ^ ; e darà per l’ angolo 9 la 
espressione semplicissima 

‘«" 828 =^. 

160. Quando una data equazione si vuol ridurre alla forma 
A'x*-i-C7y*=F si possono calcolare in un modo semplicissimo i 
coefficienti A' e C' partendo dal teorema seguente ; Se un’ equa- 
zione di 2." grado ti trasforma passando da un sistema di assi 
ortogonali ad un altro sistema di assi anche ortogonali , V espres- 
sioni A-t-C , B* — 4AC resteranno inalterate. 

La prima parte si dimostra immediatamente sommando i va- 
lori di A' c t? trovati nell’ articolo precedente , e si è 
A*-I-C^=A-4-C. 

Quanto alla seconda parte , scriviamo i lavori di A' , F e C' 
nel seguente modo 

2 A'= A-»-C-t-B sen 2e-»-(A — C) cos 29 
. 2C'-=A-t-C-Bsen29— (A— C)cos29 

B' =B cos 29 — (A-l-C) sen 29 . u* 


ed avremo 

B'*— 4A'C'=B*-t-(A— C)»— (A-K)* =B» -4AC. 
Dunque ccc. 

Ora quando B' è nullo , pel teorema dimostrato avTemo 


A'-l-C'=A-»-C , ♦A'C'=4AC— B* 


conoscendo dunque la somma ed il prodotto di A^ e C i valori 
di questi coefBeienH dipenderanno da un’equazione di 2.” grado. 

Etemp. /. Trovare gli assi dell’ ellisse llx*— 4xy-f-lly*=:C0 , e 
trasformare l’equazione rispetto agli assi. 
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Gli awi som(artJ68) 4;e*— 6itv— 4y*=s0, ovrero (ìjc— y)(*+2y)=0. 

Di più sarà A'+C'=^, 4A'C'=600 , A'=10, C'=16; e l’equa- 
zione trasformata sarà 

2x*-j-3y*s:12. 

E$tmp. 2. Trasformare l' iperbole llu;*-i-84xy — ^24y*=156 rispetto 
agli assi 

A’-l-C'=-13 , A'C'=— 2028 , A'=3# , C'=— 52 
e l’equazione trasformata sarà 

3x*— 4y’=12. 


Etemp. 5. Trasformare l’equazione Aa;H-Ba:y-l-Cy*=F rispetto 
agli assi. 

Ritp. (A+C— R)x*+(A-|-C-|-R)y*=2F , nella quale R*=B*4-(A — C)*. 

161. Abbiamo dimostrato che passando da assi rettangolari ad 
assi rettangolari A-t-C e B’ — 4AC restano inalterate; cerchiamo ora 
i valori eh’ esse prendono quando gli assi nuovi sono obbliqu;. Con- 
servando lo stesso asse delle ascisse dinotiamo con w l’ angolo degli 
assi nuovi: bisognerà sostituire in luogo di x , os+ycosu, ed y senu 
in luogo di y : avremo così 


A'=A , B'=2Acosu+Bsen<u 
C'= A* cos* *>-+-B cos u sen «-1-C sen* »> 
dalle quali si deduce 


A-hC= 


_A'-|-C'— Bcos» 


B*— 4AC= 


B'*— 4A'C' 


sen*(u sen» 

Dunque passando da un sistema di assi ad un altro le quantità 


A-|-C — Bcos» 
sen*» 


B*-4AC 

sen*» 


restano inalterate. 

Per mezzo di questo teorema possiamo trasformare un equa- 
zione riferita a due assi obbliqui rapportandola agli assi , espri- 
mendo la somma ed il prodotto dei coefficienti di x* ed y» in fun- 
zione dei coefficienti primitivi. 

3 

Esemp. 4. Supponendo cos»=g, trasformare 1’ equazione 


l0a;*-l-6ary-l-5y*=10 


rispetto agli assi 


A-hC= 


16 


AC= 


1085 

16 


A=5 


- 205 

16 ' 


Risp. 16»*-d:41y*=32. 
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Etemp. È. Trasformare l' equazione x' — 3ary-f-y»-+-l=0 rispetto agli 
assi, supponendo »'=60“ 

Hi$p, *•— I5y*=3. 

Esemji. 3. Trasformare l'cijoazionc Aar*+Ba'jM-Cy*=F rispetto 
agli assi 

Risp. (A-(-G— B cos «— R]as*-i-{ A+'C— B eos »-t-B)y’=2F scn* « 
ponendo 

R^=(B — { A-f-C) cos »]*+(A — C}* sen* ». 

1G2. Ecco la dimostrazione dei teoremi riportati nei numeri 
]>reccdcaU , data dal Professore Boolc ( Cambridge Giorn. Blat. 
III. I, 106, e Nuova serie VI 87), 

Suppongasi che trasformando un’ equazione col passare da un siste- 
ma di assi obbliqui sotto un angolo» ad un altro sistema obbliquo sotto 
un angolo ? la quantità Ax*-t-BaT/-|-Cy* divenga A';r*-t-B'xy-l-C'y*- 
Sappiamo che sostituendo nell'espressione ar*-i-2j:cosw-t-y* le 
furmole dell' articolo 9 essa diviene . 

X»-t-2XY cos ?-+-¥• 

poiché si r una die 1’ altra sono il quadrato della distanza di un 
punto qualunque dall' origine : avremo dunque I' eguaglianza 
Ax*-+-Bxy-|-Cy*-t-A(a:*-t-2aT;cos»-f-y*)=A'X*-i-B'XY-t-C'Y*-f- 
.. A(X»-l-2XYcosy-t-Y*). 

Or se determiniamo h in guisa che il primo membro sia un qua- 
drato perfetto , anche il secondo membro dovrà esser tale ; e perciò 
le due condizioni 

(B -t-2àcos»)*=4(A-l-*)(C -l-à) 

(B'-t-2à cosy)*=4(A' +-à)(C'-l-à; 

ovvero 

4A* sen*»-t-4(A -i-C — B cos»(à-4-4A C — B'*=0 
4A»scn*f-t-4{A'-+-C'— B' cost(A-l-4A'C'— B* =0 
dovranno essere identiche. Uguagliando dunque i rocITIcienti delle 
stesse potenze di h sarà 

A-f-C— Bco8» _ A'-t-C*—B' eoe «p B«— 4AG _ B'«— 4A'C' 
sen*® sen*ip ’ sen*® sen* 9 

E$enp. 4. La somma dei quadrati delle reciproche dei due semi- 
diametri che si tagliano ad angolo retto è costante. 

Siano a e b \e lunghezze di questi semidiametri : ponendo y=0 
nell’ equazione della curva si à Aa*=F , similmente ponendo *=0 
sarà Gà'=F. Dunque ccc. 

Geom, Ànal. 
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Questo teorema non è che la traduzione geometrica dell’ altro 
che A-t-C è una quantità costante. 

E$mp. S. La superficie del triangolo che si ottiene congiungendo 
le estremità di due diametri coniugati è costante. 

L’ equazione della curva rapportata a due diametri coniugati 


à 


1!^ 


!=1 


^A C B* 

e poiché ■ é costante , sarà a'b' sean costante. 


6* * sec*« 

' Eitmp. 5. La somma dei quadrati de’ due semidiametri coniugati 
è costante. 

Essendo costante l’ espressione Bcos» 




e siccome il fattore o'i'sen » si è dimostrato costante, l’altro a’*+à'» 
sarà anche costante. 

KQUAZIONE RIFEBITA AGLI ASSI. 


163. Sappiamo che l'equazione della curva riferita agli assi 
è della forma 

Ax*-f-Cy*=F 

nella quale C è positivo nel caso dell' Ellisse , ed è negativo nel 
caso dell’ iperbole ( art. 456 2.® ). 

Siano a e à le lunghezze dei due semiassi : ponendo y=0 
F 

avremo Aa*=F, donde A=— ; similmente ponendo a:=0 viene 
F 

C6*=F , 0 C=^. Sostituendo questi valori di A e C si è per 
equazione dell'Ellisse 

Siccome si può scegliere per asse delle ascisse uno qualunque dei 
due assi supporremo che sia scelto quello pel quale si abbia a^ò. 

L’ equazione dell'iperbole differisce da quella deU'ellisse solo pel 
segno di y* : quindi chiamando similmente a e ò i due semiassi la 
sua equazione sarà " 

o« 6» 

Quando y^=0 si à «=±u ; quando* j-=0 si à y*r= — 6* ; 
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dunque l'asse delle y non incontra la curva in punti reali. Cosi 
non diremo come nell’ ellisse che I’ asse delle x sia quello pel qua- 
le è a^i , si quello che incontra la curva in punti reali. 

164. Trovare t eqmsione polare dell’ ellisse prendendo il ccfilro 
per polo. 

Ponendo x=i>cos9, y=i>sen9 nell' equazione dell'articolo pre- 
cedente si à 

1 cos*t . sen*t 

a* 6* 

e perciò 

' a'ò’ _ o»ft* _ aV 
^ o*sen*#-f-è*cos*8 6*-l-(o» — 6*) sen* 0 a* — (a»— 6») cos*# 

e* 

ordinariamente si à l'uso di porre o* — 6*=c* .^=^’ . chianiuu- 
do e r ecceniricità della cuna , e l' equazione sua diviene 

° 1— «*cos*a 

165. Cercare la figura delF Ellisse. 

Il minimo valore di ò*-H(a* — 6*) sen* 9 corrisponde a 9=0 ; 
quindi a sarà il massimo valore di f. 

Similmente poiché il massimo valore di b*+(a* — 6») sen* 9 
è se 9=90°, sarà 6 il minimo valore di p. Dunque la massima corda 
che si può condurre pel centro è I' asse delle x , o la minima 
quello delle y. Perciò queste corde si sc^no chiamate l’asse mag- 
giore , e r asse minore della curva. 

Inoltre è chiaro che quanto pih piccolo è l’ angolo 9 tanto 
più grande sarà il valore di p ; ossia un diametro è tanto mag- 
giore quanto più s’ avvicina all' asse maggiore. La forma deH’ellisse 
sarà dunque quella della figura 59. 

Se si suppone 9 =« , ovvero 9 = — a si è per p lo stesso valore. 
Dunque due diametri egualmente inclincUi agli assi sono uguali : 
e reciprocamente. 

Per mezzo di questa proprietà è facile descrivere geometri- 
camente gli assi di una conica quando è dato il suo centro. Si 
descrive un cerchio concentrico alla conica il quale taglierà la 
curva in quattro punti ; i diametri corrispondenti a questi punti 
saranno uguali, e perciò le bisecanti gli angoli formati da questi 
diametri saranno gli assi della conica, 
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I6G. Si può con maggiore evidenza dedurre la forma dell'el- 
likbe nel seguente modo. 

Risolvendo l' equazione della curva rispetto ad y , si à 
y=^l/a*— X* 

e poiché 

y=l/a*— X* 

è l' equazione di un cerchio concentrico alla conica col raggio a . 
si deduce la costruzione. SuU' asse maggiore come diametro ( fig.60 ) 
si descriva un cerchio , e sopra ciascuna ordinata LQ si prenda 
un punto P talché il rapporto di LP ad LQ sia costaniemenie 

uguale a^ ; il luogo del punto P sarà l’ ellisse richiesta. Il cerchio 

descritto è posto tutto fuori della curva. 

Si potrebbe anche costruire I’ ellisse descrivendo un cerchio 

sull' asse minore, e prolungando ciascuna ordinata nel rapporto 

Il cerchio cosi descritto ò posto tutto dentro la curva. 

In generale il cerchio è la forma particolare dell’ ellisse quando 
si suppone a=b, 

' ' 167. Trovare l'equazione polare dell' Iperbole. 

Procedendo come per 1’ ellisse' ( art. I6i ) si à per equazione 
polare dell'Iperbole 

, g*fe» a «6» o»è» 

^ è* cos» 0 — a* sen* 0 4* — sen* « (a*-|-t'*}cos*a— a* ' 

Siccome le formole rdaliTC all’ ellisse si cangiano in quelle 
corrispondenti all’ iperbole scrivendo — 6* in luogo di b* , porremo 

come nell’ ellisse a*-(-6*=c* , -=é , dinotando con e l’ccccntri- 

cité dell' iperbole ; e l’ equazione precedente prenderà la forma 
ordinaria 

t— ** 

^ ~~e* cos* 0 — 1 

la quale dilTcrisce da quella dell' ellisse pel segno di 6*. 

168. Cercare la figura dell' Iperbole. 

Sicco^ le denominazioni osse maggiore ed a«5e minore non 
sono applicabili all' iperlade (arl.ttìS) chiameremo asse /rasi'crso 
quelle delle x , ed asse coniugalo quello delle y. 
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Ciò premesso, poiché l'esprcssioue ò* — i^a*-»-6*jsen*« è mas- 
sima quando 9=0 , il valore di p sarò minimo nella stessa ipotesi. 
Dunque l’asse trasverso è la minima corda condotta pel centro. 

Crescendo continuamente l’ angolo 9 , il valore di p x:resce 
pure continuamente , e diviene inOnìto quando 

b . . b 

sen9= — ' ■ , ovvero tang9=- : 

al di là di quest’ angolo p* diviene negativo, e le corde condotte pel 
centro non incontrano la curva in punti reali , finché crescendo 
l’angolo 9 non sia 

•il! • b . . « ò i 

sen9= ossia tang9= — • ‘ 

Da questo punto in poi crescendo continuamente l’angolo 9, 
il valore di p che sarà reale decresce pure continuamente , e di- 
viene nuovamente minimo , cioè p=a , per 9=:180°. La figura 
dunque dell’iperbole è quella rappresentata nella figura 51. 

169. Quantunque I’ asse delle y non incontra l’ iperbole in 
punti reali , possiamo nondimeno segnare su quest’ asse due pun- 
ti B , B' talcliè CB=CB'=fr , giacché come è chiaro questi punti 
debbono avere una relazione con la curva ; e possiamo per maggior 
generalità chiamare la BB' un asse della curva. Similmente se 
determinando la lunghezza p di un diametro dell’iperbole si à p*= — R* 
toglieremo su questo diametro due lunghezze uguali ad R e chia- 
meremo questa lunghezza diametro della curva. 

Per avere il luogo dell’ estremità di tutti i diametri che non 
tagliano la cuna , è chiaro che basterà cangiare il segno di p’ 
ncir equazione dell’ articolo 167 ed avremo 

J _ scn»t cos«fl .KJ. 1 U*/. 

p« 6* a* 

ovvero ritornando alle coordinate rettilinee 

y* 

6 » 

Questa equazione rappresenta una iperbole nella quale I' asse 
delle y incontra la curva in punti reali , e quello delle x in punti 
immaginari ; ed è espressa dalla curva punteggiata nella figura 51. 
Si è chiamala iperbole coniugata della primitiva. 
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170. Abbiamo dimosUato ( an. /^ ) che i diametri corriapoa- 
dciiti all’angolo tang 9= tagliano la curva all’ infinito , e per- 
ciò , per r articolo 157 sono gli asintoti delia curva. Queste rette 
rappresentate nella figura 61 da CK , GL separano i diametri che 
tagliano la curva in punti reali , da quelli che la incontrano in 
punti immaginari ; e perciò sono asintoti rispetto a tutte due le 
iperboli coniugate. 

L’espressione tang9=±:^ può servire a determinare geomè- 
tricamente gli asintoti quando sono dati gli assi. Infatti se per 
i punti A e B si conducono le parallele agli assi, la diagonale CK 
del rettangolo che ne risulta sarà un asintoto. 

Essendo cos 9= — sarà sec9=e ; e poiché gli asin- 

* 

loti sono ugualmente inclinati all’asse trasverso si conchiude che 
(’ angolo degli atinloli può determinarsi per mezzo dell' eccentricità 
dell' iperbole , essendo il doppio deir angolo che à per secante f ec- 
centricità. 

Eiemp. Trovare l’ eccentricità di una conica espressa dall’ equazione 
generale. 

Per P art. 70 possiamo determinare la tangente dèli’ aiuolo formato 
dalle rette dell’ equazione Ax*-f-B«y+Cy^=0 , e quindi dedurne l’espres- 
sione della secante , che sarà l’ eccentricità cercata. 

Or per 1’ art. 160 esemp. 3 si à 

1 A-t-C — R 1 A-f-C-4-R 

o»” SF ’ 4*^ 2F 

in cui 

4AC+(A-fC)«. 

Adunque sarà 

1 1 R , , a*-6* 3R 

' 75 i=r. I donde — 

4* o* F ’ a* A-i-C+R 
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DELLA TANGENTE. 


171 Passiamo ora alla ricerca di alcune proprietà dell' ellisse 
e dell’ iperbole. Abbiamo creduto di considerare contemporanea- 
mente queste due curve ; poiché , siccome le loro equazioni diffe- 
riscono solo pel segno di 6* , queste curve ànno molte proprietà 
comuni; e la dimostrazione di, tali proprietà sarà la stessa per 
tutte e due lasciando indeterminato il segno di à*. Noi in tutto 
ciò che segue supporremo 6* positivo , lasciando ai giovani la cura 
di ottenere le formole corrispondenti all’ iperbole cangiando il se- 
gno a 6*. 

Molte delle proprietà che dimostreremo avremmo potuto de- 
durle come casi particolari di quelle dimostrate nel capitolo prece- 
dente rispetto all’ equazione generale ; noi però abbiamo preferito 
di dimostrare direttamente le formole principali. 

rroi'are t equazione della tangente alla curva 

Procediamo come nell’ art. 83. 

Le condizioni perchè i due punti x'y' , x"y" siano sulla curva 

sono 

’ a* ^ 

dalle quali 

777=—.- ed ^ 


b* x'~x" o* 

L’equazione della congiungente questi punti sarà perciò 






y — y' y' — y" _ è» x'±x" 


X—X' X" — X" o* 

nella quale ponendo x'=x" , y'=y" si à per la tangente 

y-y' , b*x' 


X — X' 


a'y* 


ovvero , riducendo ed osservando che h^=l . si ottiene 

o* 6* 


XX' 

IF- 


W .-1 


172. Trovare f equazione della congiungente i putiti di con- 
tatto delle tangenti condotte pel punto z'j’.. 






• -V 
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Siano X , Y le coordinate del punto di contatto di una delle 
tangenti condotte dal punto x'y' : la sua equazione sarà 

o* 6» ~ 

dalla quale si vede facilmente che le coordinate dei punti di con- 
tatto debbono veriflcare la relazione 


XX 


s-t- j. — 1 


la quale perciò rappresenterà la congìungente i punti di contatto 
delle tangenti condotte dal punto x'y'. 

Estmp. 1. Trovare la condizione perchè la retta sia tan- 

gente la conica 

O" 6" ' ■ * 

Dal paragone delle equazioni ",j oJJ;jq-n ai 

*.V _1 -ijiili I' 

si deduce -'il Tì. 

£ ^ 1 ^ il. , 

n> o* ’ n b* ' 

quindi sostituendo i valori di x' ed y' che si ricavano dall' equazioni 
precedenti nell’ equazione della conica , si à per la Condizione richiesta 

a» b' ' 


Etemp. 2. Trovare l’equazione delle tangenti condotte dal punto x'y' 

’ ■ .ai. .inp'- ’J 


X*' W* 

alla conica -i-|- 7 ;=l 


a» ^b' 

Procedendo come nell’ articolo 150 


E$emp. 3. Trovare I’ angolo 9 formato dalle due tangenti alla co- 
nica condotte pel punto x'y'. 

Se un' equazione di 2.** grado rappresenta due rette, è chiaro che 
uguagliando a zero la somma dei tre termini di 2 .<> grado rispetto alle 
incognite l’equazione così ottenuta rappresenterà due rette parallele a 
quelle dell’equazione primitiva , e che passano per l’origine. Dunque 
r angolo formato dalle rette dell’ equazione primitiva sarà dipendente dai 
.soli tre termini di 2.* grado rispetto alle variabili. Coti sviluppando 
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r equazione dell' esompio precedente , uguagliando a zero la somma dei 
Ire termini contenenti x* , xy , y* \ e proceden<k» come nell’ art. 70 
si trova 


taiig<p= 


m /»'* 

2a6^-+\.-l 


— o* — fc* 

Etemp. 4. Trovare il luogo del punto da cui condotte le tangenti 
alla conica fanno Ira loro un angolo retto. 

Ponendo uguale a zero il denominatore del valore di langcp, si 
à x'*-f-y'*=a*+6* clic rappresenta un cerchio concentrico all' ellisse. 
Se in generale la tangente dell’ angolo <p dovesse essere uguale ad m 
è chiaro che il luogo sarebbe in generale una curva di quarto grado. 


OF.I niAMETni COMCGATI. 


173. Se una conica è riferita a due diametri coniugati il coenì- 
cienle di xy sarà nullo (ari. 458) e chiamando a' , b' le lunghezze 
dei semidiametri l’equazione avrà la forma (ari. 465). 

' 7 *^ 6 '* * • 

Si può dunque dimostrare come nell’ art. 171 che l'equazione 
della tangente condotta pel punto x'y' riferita ai due diametri 
coniugati a' , h’ è -- ’ 

e che questa equazione rappresenta pure la polare del punto x'y' 

^ uri. 452 ). 

Se il punto è posto sull’ asse delle a; la sua polare sarà 

^=t. 

a'* 

Così la polare di .un punto qualunque P si ottiene conducendo 
il diametro CP , prendendo CP-CP' uguale al quadrato del semidia- 
metro; c tirando per P' la parallela al diametro coniugato. Da que- 
sta costruzione si deduce come caso particolare il teorema del- 
r art. ii5; cioè la langenle all' €Stremilà di un diametro qualunque 
è parallela al diametro coniugalo. 

■’ 174. Il teorema che abbiamo dimostrato può servire a tro- 
^Brc in un modo semplicissimo l’ equazione del diametro coniugai» 

Geom. Anal. 19 
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a quello phe passa pel punto x'y' della cuna , rispetto agli assi. 
Infatti basta formare 1’ equazione di una retta che passa per l’ ori- 
gine ed è parallela alla tangente nel punto x'y' la cui equazione 
si è trovata nell' articolo 147. Si 4 così pel diametro coniugato 
r equazione 


Sia a r angolo che il diametro condotto pel punto x'y' fa 
coll'asse delle x. Sarà tangS=^. Similmente chiamando 9' l'an- 

X 

gelo che il diametro eoniugató fa coll’ asse delle ascisse avre- 
mo tang 6'= — : dalle quali si deduce 

ò* 

tang 9 • tang 6'= — 

Questa relazione tra gli angoli che due diametri coniugati fanno 
coir asse maggiore serve a riconoscere se due diametri sono o non 
sono coniugati. 

La relazione corrispondente per l’iperbole sarà (or(. fU) 
tang9»tang6'=~ 


175. Poiché nell’ ellisse il prodotto tang9.tang9' è negativo 
se uno degli angoli è acuto , e perciò la sua tangente è positiva, 
l’altro dovà essere ottuso, per essere la sua tangente negativa. 
Dunque due diametri coniugali nell' ellisse sono situali in parti 
opposte rispetto all' asse minore , il quale corrisponde a 9=90®. 

Al contrario nell’ iperbole poiché il prodotto tang 9 -tang 9' è 
positivo i due angoli saranno tutti e due acuti , o tutti e due 
ottusi. Dunque due diametri coniugati nell’ iperbole sono situati 
dalla stessa parte rispetto all' asse coniugato. . 

Nell’iperbole se tang-9.<^ , sarà tang9'>^ ; e siccome il 

diametro corrispondente a tang9=^ è un asintoto (art. fìO) , il 

quale separa i diametri che tagliano la' curva in punti reali da 
quelli che la tagliano in punti immaginarti ; si conchiude che 
u uno dei diametri coniugati taglia l'iperbole in punti reali P altro 


I 
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la incontra in punii immaginari, e gli aìiiitoli sono due diametri 
coniugali tra loro. 

176. Trovare le coordinale x", y" dell’ estremità del diametro 
coniugalo di quello che passa per y'x. 

Essendo 


££.'+?^=0 

o* 6* 

r equazione del diametro coniugato di quello che passa pel pun- 
to x'y' dell’ ellisse, è chiaro che si otterranno le coordinate x" , y" 
della sua estremità , ossia del punto nel quale incontra la curva 
combinando 1’ equazione precedente con quella dell’ ellisse 

-+?=!• 

a» 6» 

Si à cosi , ’ tenendo conto che il punto x'y' è sulla curva 

y" _®' 

T — ■ 

177. Trovare t espressione delle lunghezze dei semidiametri con- 
iugali a' e b' in funzione dell' ascissa deli estremità del diametro a'. 
Primieramente si à 

V, li. ('.V,. y'*=^o*— jj'*) ' 'il 

■ -inn 


a b 


c perciò 
Similmente si à 
ovvero 


— -x'*=:b‘-he*x’‘ . 

o» 




..V* ‘ 


b'^=a'—x'^-h^x'* - 

donde 

b'*=a'—e*x'*. 

Sommando i valori di a'* e à'* si ollicue 
a'*-l-ft*'=a*-|-6V 

Dunque , la somma dei quadrali di due diametri coniugali 
qualunque deli Ellisse i costante {Vcg.esemp, Sari. 162). 


r~i .Ile il-ja Mi 
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178. Caagiundo il segno a b* , e b'* si à per I iperbole 

a'* — b'*=o* — b* 

cioè : la di/ferenza dei quadrali di due diametri coniugali qualun- 
que dell'Iperbole è costanle. 

Se nell’ iperbole si à a=b la sua equazione sarà x* — y*=a* ; 
e l’iperbole si dice equilatera. 

Dal teorema che abbiamo dimostrato si deduce che nelf iper- 
bole equilatera i diametri coniugali sono Udii uguali tra laro. 

Siccome gli asintoti dell’ iperbole equilatera sono dati dall’e- 
quazione X* — y*=0 si concbiude che nell’iperbole equilatera gli 
asintoti si tagliano ad angolo retto; c reciprocamente se gli asin- 
toti di un' iperbole si tagliano ad angolo retto l' iperbole sarà equi- 
latera. ■ 

Perchè l’equazione generale del 2.° grado rappresenti un'iper- 
bole equilatera deve essere A= — C. Intatto introdotta questa con- 
dizione nell’ equazione degli asintoti Ax*-l-Bxj/-l-Cj/*=0 si à che 
gli iisinloti si tagliano ad angolo retto (art. 70); c siccome la 

tangente della metà dell’ angolo degli asintoti e ^ , dovrà esse- 
re ^=tang45i'’=l e perciò b=o, cioè l’iperbole sarà equilatera. 

179. Calcolare la lunghezza della perj)endicolare condotta dal 
lenirò sulla tangente. 

La lunghezza della perpendicolare abbassata dall' origine sulla 
retta. 

xx' 

a* 

è («rt. 27) 

1 


"• ’ h 

\ 

ab 


Mi. ; itale 


UTSt'- 


, /ar-» . »'» . / fx - , a’»" 

V y o« ' 6* 


ma nell’ art. 177 abbiamo dimostrato 

o* ^ b* 

quindi , chiamando p la lunghezza della perpendicolare cercala , 


bara 


liti' '• 
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tSO. Trovare l' angolo di due diametri coniugali. 

L' angolo di due diametri roniugati è uguale a quello die 
uno di essi fa con la tangente parallela all’ altro. Ora (/!g.iSJÌ)si à 


s™CIT=g=£ 


quindi chiamando f 1’ angolo dei diametri coniugati a , b' c po- 
nendo in luogo di p il suo valore, trovato nell’ articolo precedente, 
avremo 

sen cd ab' sen f=ab. 


Dunque la superficie del triangolo che si ottiene congiungendu 
le estremità di due diametri coniugali dell' ellisse o deli iperbole è 
costante ( Veg. art. 162 esemp. 2). 

181. Poiché la somma dei quadrati di due diametri coniugati 
di un’ellisse è costante, è chiaro che il rettangolo sarà massimo 
quando i due diametri sono uguali ; e nella stessa ipotesi seiir 
sarà minimo. Dunque il più piccolo angolo acuto, e il più grande 
angolo ottuso che possono formare due diametri coniugati è quello 
dei diametri coniugati uguali. 

Per avere la lunghezza di questi diametri basta nell' equa- 
zione a'*+b'*=a*-H>* porre a'=b' e si à o'*= ° ; e nello 

. 2ai 

stesso caso avremo seuy=-s-T-ri • 

o -|-é 

L’angolo che uno dei diametri coniugati uguali fa coll’asse 
dello ar , si ottiene dall' equazione 

tangfl-tang9'= — ^ 

ponendo tang9= — tangS'; poiché gli angoli 9 e «' saranno sup- 
plementali ( art. fìS) : avremo cosi 

r l) 

taug9=-. 


Ravvicinando questa conseguenza a quella dell' art. 170 si 
conchiude , che se un’ ellisse ed un’ iperbole ànno gli stessi assi 
in grandezza cd in direzione , gli asintoti dell’ iperbole coincide- 
ranno coi diametri coniugati uguali dell’ ellisse. 

L’ equazione dell’ ellisse riferita a due diametri coniugati uguali 
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è j;*+!/*=a'*. Si vede duoque che in questo caso 1’ equazione 
dell' ellisse è della stessa forma dell’ equazione del cerchio ; ma 
che nel caso dell’ ellisse I' angolo degli assi è obbliquo , mentre 
pel cerchio ò retto. 

182. Esprimere la lunghezza della perpendicolare condotta dal 
centro su di um tangente, in funzione degli angoli che la tan- 
gente fa con gli assi. 

Paragonando l’equazione della tangente -^-+-^=1 alla for- 
ma xcosa+t/sen«=p {art. 25) si à 

x' cos» y' sen» ^ 

a* p ’ b* p ' 

sostituendo nell’ equazione della curva in luogo di x' ed y' i va- 
lori che si deducono da queste relazioni si à 
p»=a*cos*a-t-6*seu*« {*)• 

equazione della tangente può dunque scriversi sotto la 

forma 

a:cosi»+y sena — v a*cos*a-|-6»sen*a=0 
c perciò ( art. 27 ) la distanza del punto qualunque x'y' dalla tan- 
gente sarà 

x'cosa-f-y'sena — \/ o*cos*a-|-&*sen*a. 

Esem. Trovare il luogo del punto d' iucontro delle tangenti che 
fanno un angolo retto. Siano p e p' lo distanze di queste tangenti dal 
centro della curva : avremo 

p*=a*cos*M-6*sen*» , p'*=a*sen*«-|-ò*cos*» ,p*-l-p'*=o*-f-i*. 

E poichò il quadrato della distanza dall’ origine del punto d' incon- 
tro di due tangenti che si tagliano ad angolo retto è uguale alla som- 
ma dei quadrati delle distanze delle tangenti dall’ origine , sarà questa 
distanza costante ; e perciò il luogo cercato sarà un cerchio. 

183. Le congiungenti le estremità di un diametro con un 
punto qualunque della curva si chiamano corde suppletnentali. 

I diametri paralleli a dite corde supplementali sono coniugati. 

Intatto nel triangolo ABD formato dal diametro AB e dalle 
corde supplementali AD , BD , il diametro parallelo alla BD dovrà 

(*) Similmente se * e P sono gli angoli che la perpendicolare p fa 
coi diametri coniugati a' , 6' sì à 

p*=o'*cos*»-|-à'*coat(3. 


t 
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bisecare la corda AD , come si à dalla geometria ; ed il diametro 
parallelo ad AD bisecherà la corda BD. Lo stesso può dimostrarsi 
analiticamente formando l’ equazioni delle corde AD , BD , dalle 
quali si dedurrà che il prodotto delle tangenti degli angoli ch’esse 


formano con l'asse delle a: è — r- 

a* 

Per mezzo di questa proprietà possiamo costruire geometri- 
ramente due diametri coniugati che facciano tra loro un angolo 
dato. Si costruisca sopra un diametro qualunque un segmento di 
cerchio capace di un angolo uguale al dato : il punto nel quale 
incontra la curva si congiunga colle estremità del diametro ; que- 
ste corde supplementali comprenderanno un angolo uguale al dato: 
quindi i diametri paralleli a queste corde saranno coniugati e com- 
prenderanno r angolo dato. 

Eiemp. 4. Le tangenti alle estremità di nu diametro sono parallele. 

Poiché le loro equazioni sono 


a' ^ 6 » ^ 


Queste equazioni si deducono pure dal teorema dell’ art. 148 ; e ^al 
considerare che il centro è polo di una retta posta all’ infinito ( art. 457 ]. 
t Etemp. 2. Se una tangente ad una curva centrale incontra due tan- 
genti parallele , il rettangolo delle parti eh* essa taglia è costante , ed 
uguale al quadrato del semidiametro parallelo alle tangenti. 

Si prendano per assi coordinati il diametro parallelo alle tangenti 
date , ed il suo coniugato ; l’ equazioni della curva e della tangente sa- 
ranno 

é gJ* ■ . 

7 * '*' 6 '* * ’ a'* ' 6 '*^^ 

Per avere le parti che la tangente taglia sulle tangenti pa- 

rallele espresse dall’ equazione x — dia*, basterà sostituire questo valore 
di a nella prima e dedurne i valori di y: si avrà cosi 


quindi il prodotto di queste due parli sarà espresso da ^(^1 — • 
nella quale posto in luogo di y'* il valore che si ricava dall’cquazio- 


Ighi; L". Goo^K- 
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Etrmp. 5. Poste le stesse cose dell’ esempio precedente , il ret- 
tangolo dei segmenti della tangente è ugnale al quadrato del semidia- 
metro parallelo a questa tangente. 

Poiché la parte che taglia sopra una delle tangenti parallele sta al 
segmento adiacente come i semidiametri paralleli ( art. 152 ) , il ret- 
tangolo delle due parti starà al rettangolo dei segmenti come i quadrati 
degli anzidetti semidiametri ; e siccome il primo rettangolo è uguale al 
quadrato del semidiametro parallelo alle due tangenti , sarà pure il ret- 
tangolo dei segmenti uguale al quadrato del semidiametro parallelo alle 
due tangenti , sarà pure il rettangolo dei segmenti uguale al quadrato 
del semidiametro parallelo alla tangente. 

Esfmp. 4. Se una tangente è tagliata da due diametri coniugati il 
rettangolo dei segmenti è uguale al quadrato del semidiametro parallelo 
alla tangente. 

Si prendano per assi coordinati il semidiametro parallelo alla tan- 
gente ed il suo coniugato. L' equazioni di due semidiametri coniugati 
qualunque essendo 




le parti che questi tagliano sulla tangente x=a‘ saranno 

b'*x' 

«W 





il cui prodotto è b”. Dunque ecc. 

Nello stesso modo si può dimostrare algebricamente il teorema 
dell’ esemp. 3. 

Dal teorema che abbiamo dimostrato e dal precedente si deduce 
che se una tangente è tagliala da due tangenti parallele ^ le conginn- 
genti i punti d’ incontro col centro saranno diametri coniugati. 

Ettmp. 5. Dati di grandezza e di posizione due semidiametri con- 
iugati Oa , Oò (/Ì9:55)di una conica centrale determinare gli assi. 

Ecco una costruzione dipendente dal teorema precedente. 

Per a si conduca la parallela ad Ob che sarà una tangente alla 
curva. Si prenda su di Oa un punto P talché sia Oa-oP=Oft* ( per 
r ellisse il punto a starà Ira O e P , per l’ iperbole il punto P starà 
tra O ed a ]. Si descriva un cerchio che abbia il centro su di AB e 
passi pei punti O , P ; le congiungenti OA , OB saranno le direzioni 
ilogB assi. Infatti siccome il rettangolo Ao-aB=Oa'oP=06* , le OA,OB 
saranno diametri coniugati : e poiché AB è un diametro del cerchio 
r angolo ,\OB sarà retto. 
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Etemp. 6. Dati due semidiametri qualunque , se per l’ estremità di 
ciascuno si conduce la perpendicolare all’ altro i due triangoli che ne 
risulteranno saranno equivalenti. 

Etemp. 7. Similmente se si conducono le tangenti alle estremità 
di ciascuno, i due triangoli che ne risulteranno saranno equivalenti. 


DEI.LA DORMALE. 

184. La retta condotta per un punto qualunque diunactirta 
perpendicolare alla tangente in quel punto chiamasi la Normale. 
Formando, come nell’ art. 40, l'equazione della retta con- 

dotta per (xy) perpendicolare ad — 1 ** ^ P*''" l’co****' 

zionc della normale ad una conica 

^(y-y')=ji(x-x') 


ovvero 

x' y'~^ 

ponendo o* — 6*=c*. 

Per avere l’intercctta CN sull’esse (fig.49) poniamo y=0 nel- 

a C* 

1' equazione della normale c sara x=— x* , ovvero x=e*x'. 

Possiamo dunque condurre la normale da un punto qualunque del- 
r asse , poiché data la CN è facile dedurre l' ascissa x' del punto 
della conica. 

Il cerchio potendo riguardarsi come un’ ellisse la cui eccentri- 
cità è nulla, essendo c*=a* — 6*==0 , si conchiude che l’ inter- 
cetta CN è sempre nulla , come a dire che nel cerchio le nornuili 
passano pel centro. 

l8o. L’intercetta 3fN sull’asse tra la normale e l'ordinata si 
dice la Sunnormale. lunghezza della sunnormalc è 



la normale dun(|ue taglia l’ ascissa in due parti le quali serbano 
un rapporto costante. 

Se la tangente in P taglia l’asse in T l'intercetta MT si dice 
Geotn. Anal. 2U 
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lii Sotlangente : e siccome ( ort. 175), la soUangente ver- 

ri espressa ila 




'—x>* 


Il Iriangolo rettangolo PMN dà per espressione della lunghezza 
della normale 

e se dinotiamo con b' il semidiametro coniugalo di CP sarà 6’*=: 

à* b* 

—V H — .r'* , e perciò 
n* a* ‘ 

a 

Se la normale si prolunga lincliè incontri l'asse minore si dimo- 
stra racilmente che la sua lunghezza verrà espressa da ^ • Dun- 
que // rellanijdìo dei segmenti della normale è uguale al quadrato 
del semidiametro coniugato. 

Inoltre ahbiamo trovato che^ è l’espressione della perpendico- 
lare abbassata dal centro sulla tangenle. Dunque II rettangolo della 
normale e della perpendicolare condotta dal centro alla, tangente è 
i nstante , ed uguale al quadrato del semiasse. 

Possiamo anche esprimere la normale in funzione degli an- 
goli eh' essa fa con gli assi : poiché 


^N=l= 


; (art. 182) ovvero PN= 




P b^o*cos*«-i-6*sen*» 1^1 — e*seii» 

Esemp. 1. Condurre per un punto dato la normale ad iifl’ ellisse o 
i|>erbole. 

Sia XY il punto della cuna : la normale condotta per questo punto 
avrà per equazione ( art. 184 ) 

^ — gC ** 

X Y 

e se x'y' è il punto dato, sarà 

IV 

f* 

X t 

Quindi le coordinate del punto XY sono quelle dei punti comuni alla 
curva data ed all’ Iperbole 

fXY=a«x'Y-à*y'X- 
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Etemp. 2. Se per un punto di una conica si conducono due rcllo 
perpendicolari tra loro la congiungente delle estremità passerà costan- 
temente per un punto della normale. 

Si prendano por assi la tangente e la normale del punto : I' equa- 
zione della curva avrà la forma 

Aj:*-t-Bxy-f-Cy*-f-Ey=0 

( poiché r origine è sulla curva sarà F=0 , e poiché 1’ asse delle x é 
tangente sarà pure D==0 ). Or l'equazione di due rette qualunque con- 
dotte per r origine ò 

x*-f-pxy-+'gy’=0 : 

moltiplicando questa equazione per A c sottraendola da quella della 
curva si à 


(B— A/>)xy-f-(C— A(/)j/*-|-Ey=0 ; 

equazione di una linea che passa pei punti d’ intersezione delle rette 
colla conica. Questa equazione si scinde in due cioè 


y=0 , (B — A;/,x-f-(C — Ay]y-|-E=0 

delle quali la seconda rappresenterà la congiungetile le cslremilà delle 

rette. 

La distanza del punto in cui questa corda taglia la normale , cioè 
r asse delle y , é 

E 


.\y— C 

e se le retto sono perpendicolari tra loro sarà q — — 1 (ari. 70), cioè 
' E 

la distanza anzidetta verrà espressa da — - — ^ i e sarà costante. 

E 

L’espressione - — - sarà pure costante , se il prodotto delle ,tan- 

genti degli angoli che le due rette fanno con la normale è costante. 

Etemp. 3. Trovare le coordinate del punto d' incontro delle tan- 
genti ai punti x'y' , x"y". 

Le coordinate del punto d‘ incontro delle rette — --i- 

rt* 6* a 

yy" A 

^=1 , sono 


y") 


— x") 
j'y"— x'Y 


e poiché 

2(y'x"-y'V)=[x'-|-x") (y'-j-y")-(y'4-y") (x'-x") 

ed ( nrr. /7/ ) 


x"~ 

precedenti divengono 


a* 


; facendo queste sosliliiziuni , i valori 


l + - 


'‘X 

~ 


» y- 


y+y" 


' <l» ^ V* 
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Etemp. 4. Trovare il puulo J' intersMwne iMle iiorinali nei pun- 
ti x'y ' . x"y". 

Procedendo come nell’ esemp. 3 si ottiene 

(6»-oWV . 

i* — » 

in cui X,Y sono le coordinate del punto d’ incontro delle tangenti, che 
abbiamo trovate nell' esempio precedente. 


U E I F C 0 C li I. 


186. I punti posti sull'asse maggiore dell'Ellisse distanti dal 

centro per ±l/a‘— 6*z=d=c si chiamano i fuochi deH’cllisse. 

I fuochi di un’iperbole sono posti sull’ asse traverso distanti 

dal centro per ±c=±l^a’-|-6*. 

Trovare f espressione della distanza di nn punto qualunque 
dell' ellisse dal fuoco. 

Essendo (x=c , j/=0) le coordinate di un fuoco il quadralo 
della distanza di un puulo qualunque x'y' dell’ElHsse da questo 
fuoco sarà espresso da 

{x' — c)*+y'*=x'*-ì-y'‘ — 2 cx ^ 4 - c * 
c poiché si à {art. /77 ) x'" •+• y"= 6* + e*x'* , 6«-|-c* = a*, 
c c=ae 

avremo {fig. SÌ) 

FP=a — ex' 

( abbiamo trascuralo il secondò valore di FP cioè ex ' — a ; poiché 
essendo x'<a ed e<^l l’ espressione ex' — a è sempre negativa , 
e perciò non è relativa alla quistione in esame nella quale si cerca 
il valore assoluto del raggio vettore FP ). 

Cangiando il segno di e si à similmente pel raggio vettore 
del fuoco F' 


F'P=o-|-ex' 

e da tutte e due l’ espressioni precedenti si deduce 
FP-j-F'P=:2a 

Cioè. Nell' Ellissi la somma delle disianze di un punto qua- 
lunque dai fuochi i costante ed uguale alT asse maggiore. 

187. Per l’iperbole si anno per FP le due espressioni a — rx', 
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ex ' — a ; e trascurando la prima perchè essenzialmente negativa 
per essere »'>a , ed e>l , sarà 

FP=ea:' — a , 

■ similmente sì à 


F'P=e«'+a , 

donde 


F’'P — FP=2a . 

Cosi. Nell' Iperbole la differenza dei rayyi focali è costante 
ed uguale alV asse trasverso. 

Per tutte e due le curve si à 

FPxF'P=a»— {art. 411). 

Dunque il rettangolo dei raggi focali di un punto delC ellisse 
0 deir iperbole è uguale al quadrato del semidiametro coniugato di 
quello che passa pel punto predetto. 

188. I giovani potranno esercitarsi a dimostrare le proposi- 
zioni reciproche cercando il luogo del vertice di un triangolo di 
cui è data la base , c la somma o la differenza dei lati. 

Prendendo per origine il punto medio della base (2c) del 
triangolo l' equazione del luogo sarà 

V'y*-r{c+x)*±\/ y'-h[c — x)*=2o 
dalla quale eliminando i radicali si deduce 


a* o* — c* 

Se è data la somma dei lati sarà a>c , ed il luogo sarà uu'.ellis- 
se. Se è data la differenza sarà a<^c , ed il luogo è un' iperbole. 

189. Per mezzo dei teoremi precedenti possiamo descrivere 
un' ellisse o un' iperbole col seguente meccanismo. 

Se r estremità di un filo sì fissano in due punti F , F' ifig. Ho) 
è chiaro che la punta di uno stiletto che si muove lungo il filo 
lenendolo sempre teso descriverà un’ Ellisse , che avrà per fuochi 
i punti F ed F' , c per asse maggiore la lunghezza del filo. 

Per l'iperbole: s'immagini una riga mobile intorno ad un 
punto e le estremità di un filo fisse nei punti F" ed R : la punta 
di uno stiletto che scorre lungo il filo mentre la riga gira intorno 
al punto fisso F , talché una parte PR del filo si adatti sulla ri- 
ga , descriverà un’ iperbole : pokhè la somma FP -h PR sarà co- 
stante e perciò lo sarà pure la differenza di FP ed F'P. 
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190. Ija polare di ciascuno dei fuochi si dice direttrice della 
conica [fiij. 58). La direttrice sarà dunque perpendicolare all’ asse 

maggiore distante dal centro per 

Conoscendo la distanza della direttrice dal centro si può fa- 
cilmente dedurre la distanza da un punto qualunque {x'y') della 

curva; la quale sarà ^ — x'=^(a — cx')=^(a — ex') e siccome 
la distanza dello stesso punto dal fuoco è a — ex' : si concbiude 
che la distanza di un punto qualutique della conica dal fuoco serba 
un rapporto costante alla distanza dello stesso punto dalla direttri- 
ce ; cioè come e sta ad 1 . 

Reciprocamente la conica può esser definita come il luogo di 
un punto , la cui distanza da un punto fisso ( fuoco ) serba un rap- 
porto costante con la distanza da una retta Gssa ( direttrice ). Molti 
autori deducono da questa deflnizione le proprietà delle curve co- 
niche. 

Prendendo la retta data per asse delle x , si à per equazione 
del luogo 

(x— x')*-t-(i/— !/')• =c*!/* 

la quale rapjirescnterà un' ellisse , un’ ipcrlmle , o una paralxda se- 
condo che si à e minore, maggiore, o uguale a 1. 

Etemp. So la distanza di un punto qualunque di una curva da un 
jiuuto fisso è una funzione razionale di 1.® grado delle sue coordinate, 
la enrva sarà una conica , ed il punto fisso un fuoco. 

Intatto se ji=Ax-|-By-l-C esprime la distanza predetta, siccome 
Ax+By-l-C è proporzionale alla distanza di un punto qualunque della 
curva dalla retta .\x-i-By-t-C=0 , l’equazione J 
P=Ax -|-By-|-C 

esprime che la distanza di un punto qualunque della curva da uu puuto 
fìsso , serba un rapporto costante con la distanza dello stesso punto da 
una retta fissa. 

191. Trovare l'espressione della distanza del fuoco da una 
tangente. 

La distanza del punto (c,rtT dalla retta è (arl.Ì7) 
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Siinilmcnle si à 


F'T'=^(a-+-cx)=^F'P 


quindi per essere 


a* — c*x*=b'* , sarà FIxF'I=6* 


cio^i. Il rettangolo delle disianze dei fuochi dalla tangente è costante, 
ed ugmle al quadralo del semiasse minore. 

Questa proprietà è comune all'ellisse ed all' iperbole. 

192. Dall'espressione della distanza del fuoco dalla tangente 
si deducono alcune importanti conseguenze. 

Poiché 


FI FP , sarà |pt=^=scn FPT. j 

Cosi il seno dell’ angolo che il raggio foéalc fa con la tan- 
g(Mile è uguale a Similmente si à ^ pel seno dell’ angolo che 

r altro raggio focale fa con la tangente. Dunque i raggi focali s' in- 
clinano ugmlmenle alla tangente. 

Questa proprietà è comune all’ ellisse ed all’ iperbole : nell’ el- 
lisse ( fig. 57 ) la tangente è bisecante esterna dell’ angolo de’ raggi 
focali ; nell’ iperbole e bisecante interna. 

Quindi : se un’ ellisse ed un’ iperbole ànntr gli stessi fuochi , si 
tagliano , ad angolo retto : cioè la tangente all' ellisse nel punto 
d’ intersezione sarà perpendicolare alla tangente dell’ iperbole nello 
stesso punto. 

Esemp. /. Dimostrare analiticamente che le coniche omofocaii si ta- 
gliano ad angoli retti. 

Le coordinale dei punti d’ intersezione delle coniche 


verificano la relazione 




o'« 




. o* — o'* 




y'*=0; 


oV* ^ 6*6'» 

la quale si ottiene sottraendo le due equazioni precedenti. Or se le co- 
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niche sono omofocali si à a»— — b'* , e la relazione aniidctta di- 
viene 

v'* 

che è la condizione perchè due tangenti 

“fi, SW'—i I y ^—t 
a* b* ’ 

siano perpendicolari tra loro. 

£imp. 2. Trovare la lunghezza di ona retta condotta dal centro pa- 
rallela ad uno dei raggi focali c che termina alla tangente. 

La lunghezza cercata si ottiene dividendo la distanza del centro dalla 

tangente , cioè ^ , pel seno dell’ angolo che il raggio vettore fa colla tan- 


gente , ossia per ; si à perciò a. 


193. Poiché la normale è perpendicolare alla tangente , nel- 
r ellisse sarà la bisecante interna dell' angolo dei raggi focali , c 
nell’ iperbole la bisecante esterna. 

Lo stesso teorema può dimostrarsi direttamente , provando che 
la normale divide^ distanza dei fuochi in parti proporzionali ai 
raggi focali , {Enel. VI, 5). Infatti la distanza del piede della nor- 
male del centro ò [art. 4Si) e'x' : quindi le distanze dai fuochi 
saranno 


c-+-e*x' , c — e*x' le quali sono proporzidnali ad 
a-t-ca?' , a — ca^ , ossia ai raggi focali. 

Etemp. Condurre per un punto qualunque dell’ asse minore la nor- 
male all’ ellisse. 

Il cerchio che passa pel punto dato c pei fuochi taglierà la conica 
nel punto in cui corrisponde la normale cercata. 

194. Ecco un'altra importante conseguenza dell’ art. 191. 
Prendendo due tangenti qualunque ( fig. 58 ) , sarà 

FT Vi' 

FTxFT-=F<xF'l' ; ovvero 17 : 

FT 

ma è il rapporto dei seni delle parti in cui la retta FP divide 
Vt' 

r angolo in P ; ed quello dei seni delle parti in cui F'P di- 
vido Io stesso angolo ; quindi si à 

TPF=t'PF. 
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So immagininmo una conica clic passa per 1’ e dio abliia F 
di F' por fuochi, la tangente in’P sarà ugualmente inclinala ai 
raggi focali FP.F'P; e per quello che abbiamo detto nel presente arti- 
colo la tangente sarà ugualmente inclinata a PT c Pi. 

Dunque : se per un punto P di una conica si conducono le tan- 
genti PT,Pt ad una conica omofocale , queste tangenti saranno 
egualmente inclinate alla tangente in P. 

195. Trovare il luogo del piede della perpendicolare condotta da 
uno dei fuochi sulla tangente. 

L’ espressione della perpendicolare condotta dal fuoco in fun- 
zione degli angoli eh’ essa fa con gli assi si deduce dall' art. 182 
ponendo x=c , j/=0 ; e si à 

ccosa — l/a*cos*a-i-6*sen’a : 
quindi l' equazione polare del luogo cercato sarà 

P=c cosce — l/a’cos^a-t-à'scn’a , 

ovvero 

p* — 2cp COS a-t-c* COS* a-=a* COS* a-+-fc* scn* a 

o (ìnaimcnte 

p* — 2cpcos«=6* : 

che è l'equazione Qplarc di un cerchio (art. 93) avente il centro 
sull’ asse delle x distante dal polo per c , e perciò concentrico alla 
conica , e per raggio a. 

Cosi : se si descrive un cerchio concentrico alla conica , avente 
per raggio V asse trasverso della curva , le perpendicolari condotte 
dal fuoco sulle tangenti alla conica termineranno sulla circonferenza 
del cerchio. 

Reciprocamente: se da un punto qualunque F (fig. 57) si 
conduce un raggio vettore FT ad un dato cerchio , la TP perpen- 
dicolare ad FT toccherà una conica , che avrà F' per fuoco , e con- 
centrica al cerchio : sarà ellisse o iperbole , secondo che il punto F 
è dentro o fuori del cerchio. 

È facile dedurre dall’ art. 192 csemp. 2, che la CT che è 
uguale ad a è parallela al raggio focale F'P. 

196. Per un punto (xy) si coitduca la tangente ad una conica , 
che à centro ; e sia (x'y') il punto di contatto : determinare f angolo 
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formato dai raggi focali condotti da uno stesso fuoco ai punti xy.x'y'. 

Siano p , p' Io luiiftlioae di questi raggi e 9 , s' gli angoli ohe 

fanno con l' asso ; è facile vedere che sarà 

•'cH-c , y 
oos9= , sen9 = - 


cosi' 


a'+e 



e perciò 


COSy^ — 0')= 


(-c+c,'>'+c]+yy' 

ff' 


in cui sostituendo in luogo di yy' il valore dedotto dall’ eqiiaiionc 
della tangente 


^ g' , yy'_ I 
b' 


b* 


pp'cos (9 — *') =j'.r'-l-c.e-t-cx'-hc* jxx'+fc* 


= e*.r.r'-{-r.r-Hfx'-f-a* =(a+cx) . a+fx') 

e siccome p •=a-)-cx , sarà cos 9— 9)= 

P 

{ Vegg. 0 Bricii's « Coordinate Geometry » , pag. lóG ). 

Poiché il valore trovato dipende dalle coordinate del punto ,ry 
ed è indipendente dal punto x’y’ , si conchiude che F espressione 
precedente varrà pure per 1' angolo che il raggio focale p fa col 
raggio p" condotto al punto x''y" di contatto dell' altra tangente 
dello stesso punto xy. 

Dunque. L' angolo dei raggi focali condotti da uno stesso foco 
all' estremità di una corda è bisecato dalla congiungente del foro 
col polo della corda. 

197. La congiungenle il foco col polo di una corda che passa 
pel foco è perpendicolare alla corda. 

Questo teorema è un caso particolare del precedente , poiché 
l’angolo dei raggi focali 6 180". Eccone una dimostrazione diretta. 
L’equazione della perpendicolare condotta dal punto x'y' sulla po- 
lare di questo punto I “ri- 1^^ ^ 

n’x b’y _ ^ 

'T>' V 


I 


1 


I 
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e siccome il punlo x'y' ò sulla dirci Irice , sarà j;' =•—. Dunque 

le equazioni della polare e della perpendicolare sono verificale tulle 
e due dalle coordinate r=c , y=0 del fuoco. 

Se una curva è espressa in coordinate polari la porzione che 
la tangente taglia dalla perpendicolare condotta pel polo al raggio 
vettore del contatto si chiama souangente polare. 

Il teorema precedente si può dunque enunciare cosi : 

Prendendo il foco di una conica per polo il luogo della estre- 
mità della sottangenle polare è la direllrice. 

Proveremo in seguito nel Capitolo XII che i teoremi prece- 
denti si verificano anche nella parabola. 

Esemp. 1. Se tra due tangenti fisse si conduce una tangente varia- 
bik r angolo dei raggi focali condotti alle estremità della tangente va- 
riabile c costante. 

Dall’ art. 196 si deduce che l'angolo in esame è metà dell'angolo 
dei raggi focali condotti ai punti di contatto delle tangenti fisse. 

Esemp. 2. Se una corda PP' incontra la direttrice in D , la FD sarà 
la bisecante esterna dell' angolo PFP'. Infalto : FT è la bisecante in- 
terna (art. 196]; c siccome D è il ponto d' incontro di PP' polare di T 
colla direttrice polare di F , sarà D il polo di FT ; e perciò FD perpen- 
dicolare ad FT ; onde FD sarà la bisecante esterna I’ angolo PFP'. 

( 1 teoremi che seguono, comunicatimi al Rev. W. D. Sadleir, so- 
no dedotti dall’analogia delle equazioni della polare e della tangente). 

Esemp. .1. Se per un punto preso sulla perpendicolare all’ asse si 
conduce una perpendicolare alla polare di questo punto, passerà costante- 
mente per un punto dell’ asse. Poiché la parte che taglia la perpendi- 
colare sull’ asse è e*x' , quantità che varia con x' , e perciò costante per 
tutti i punti dell' ordinata corrispondente ad .r. 

Esemp. ■{. Trovare 1’ espressioni delle distanze del centro e dei fuo- 
chi dalla polare di x'y'. 

Esemp. 3. Dimostrare che CM-PN’'=:ò* (fig. 60), questo teorema 
è analogo all' altro , il rettangolo della normale e della distaiua del centro 
dalla tangeute è coslaalc. 

b* 

Esemp. 6. Dimostrare che PN NN'=^(o»— e»j'» ). Se il punto P 
è sulla conica questa relazione dà l’cspressioue della normale — ( urt.133]. 

Esemp. 7. Dimostrare che FG - F'G'=:;r,M-NN'. Se il ponto P è sulla 
conica la relazione precedente diviene FG'FG'=^4*. 
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108. Trovare /' equazione polare dell' Ellisse e deli Iperbole pren- 
dendo per polo uno de' fuochi. 

Essendo a — ex' ( ari. 166 ) 1’ espressione del raggio focale , 
ed x'.— pcosO+f, sarà 

P=n— cpcos 0 — ec, 

o\ vero 

_ o(l— <») 1 

^ l-|-ecos6 n l-}-«cos4 
r equazione polare cercala. 

Il doppio deir ordinala corrispondenlc al fuoco si chiama para- 
metro ; La mela del paramelro si oUienc ponendo fl=90° nel- 

r equazione polare, e si à p=n(l — • Quindi dinotando 

b' 

con p il paramelro avremo ^p = a(l — c*) = — e l’ equazione po- 
lare diviene 


-• _±_. 

^ *^l-(-ecos« 


t 


Il paramelro si dice pure lato retto. 

Esemp. I. La media armonica Ira i segmenti di una corda condotta 
pel fuoco è uguale al semiparamelru. * 

Iiifatlo se il raggio vettore FP si prolunga finché incontri di ntioVo 
la curva in P' avremo 

^*’=ìl’l+,cos'» ’ ecos9 ’ 

donde 

FP ' fr p 

Etemp. S. Il rettangolo dei segmenti di una corda condotta pel fuoco 
serba alla corda intera un rapporto costante. 

Questa proprietà è un risultato immediato della relazione dell’ esem- 
pio precedente. Può anche dedursi direttamente calcolaudo l’ espres- 
sioni di FP FP' ed FP+FP' le quali sono rispettivamente 
h* 1 M>* 1 

<i* 1 — e*cos*4 ’ a 1 — 9*cos*# 

Ettmp. 3. Ogni corda che passa pel fuoco è terza proporzionale in 
ordine all’ asse trasverso ed al diametro parallelo. 

Poiché la lunghezza del semidiametro che fa un angolo « coll’ asse 
trasverso è ( nrt. I6i ) • 

«*cos‘« ’ 

2fi* 

sarà per l’esempio precedente FP -t-FP 
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Esemp. 4. La somma di due curde condotte pel fuoco parallelamente 
a due diametri coniugati è costante. 

Perchè la somma de’ quadrati di due diametri coniugati è costante 
( art. 177 ). 

Esemp. S. La somma delie reciproche di due corde condotte pel 
fuoco e che fanno tra loro un angolo retto 6 costante. 

199. L’equazione dell’ ellisse riferita al vertice è 
far— a) 


X=1 

é« 


donde 


. 2i« 6* 6» 

y’= — X X* =px ;X*. 

a a* ^ a* 


Dunque nell’ ellisse il quadrato dell' ordinata è minore del rettan- 
golo del parametro per l' ascissa. 

Per r iperbole si à similmente 

y'=px + Lx^. 

Cioè : il quadrato dell’ ordinata è maggiore del rettangolo del para- 
metro per l’ascissa. Vedremo nel capitolo seguente che nella pa- 
rabola il quadralo dell’ ordinata è uguale al rettangolo del para- 
metro per r ascissa. 

Da questa proprietà ànno avuto origine i nomi di ellisse , 
iperbole , parabola.. ( Veggusi Pappo Coll. Mal. Lib. VII. ). ‘ 


DEGLI ASINTOTI. 


200. Finora abbiamo parlato delle proprietà comuni all ellisse 
ed all’ iperbole : passiamo ora ad esporre alcune proprietà dell’ iper- 
bole , le quali non ànno le corrispondenti nell' ellisse , j>errhè di- 
pendenti dagli asintoti che nell' ellisse sono immaginarli. 

Abbiamo veduto che l’ equazione degli asintoti si ottiene po- 
nendo zero in luogo del termine indipendente dalle variabili , nel- 
r equazione della curva riferita al centro. Così essendo 

y __ I 

a'» 


r equazione dell’ iperbole riferita a due diametri coniugati , quella 
degli asintoti sarà 


X* V* 

=!-=0 

a'i 6'» — " ’ 




» 




c 


fu 

*9 


h 

/ 
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Dunque gli asintoti sono paralleli alle diagonali del parallelo- 
grammo i cui lati adiacenti sono due ■semidiametri coniugati qua- 

V 

lunquc. Intatto essendo ■^=—, l'equazione di CT {fig. 64), que- 


sta retta sarà coincidente con uno degli asintoti; ed essendo^ = 1 

r equazione di AB , la AB sarà parallela all' altro asintoto ( Veg- 
gasi art. 470 ). 

Per mezzo di questa proprietà possiamo costruire gli asintoti, 
quando sono dati due diametri coniugati ; e reciprocamente dati 
gli asintoti ed un diametro possiamo costruire il suo coniugato. 
Poiché condotta la AO parallela ad un asintoto , se si prolunga 
di una quantità OB = AO si avrà l'estremo B del semidiametro 
coniugato di CA. 

201. La parto di una tangente ituerpotta tra gli asintoti è bi- 
secata dalla curva , ed è ugwde al diametro coniugato a quello del 
contatto. 

Questa verità si deduce dall' articolo precedente ore abbiamo 
dimostrato AT=à'=AT' , ma può anche dimostrarsi direttamente 
prendendo per assi il diametro che passa pel punto ed il suo con- 
iugato. Infatto l'equazione degli asintoti è 


nella quale ponendo x=a' si à y = ±6'; c siccome la tangente 
nel punto A è parallela al diametro coniugato , il valore di y 
esprimerà l'intercetta sulla tangente. 

202. Le intercette DE , FG (fig. 62) tra la curva e gli asintoti, di 
una secante qualunque, sono uguali. Poiché peendendo per assi un 
diametro parallelo a DG ed il suo coniugato , si vede , conte nel 
precedente articolo, che la DG e la corda £F sono bisecate dal 
diametro ; quindi DE=FG. 

I.' espressioni delle D.M ed EM si ottengono immediatamente 
dalle equazioni 



** 'il — I . 

n'i i'» — * • 
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dalla prima si à 


!/=DM=MG=±-5X 


dalla seconda 


/=EM=FM= ±6'^ 1 


e perciò sarà 


DE=FC=f(i->/ g-l ) 


203. MoUiplicando l’ espressioni precedenti si dedalee DE DF= 6'*: 
cioè il rettangolo DE- DF è costante : e siccome aumentando in- 


definitamente la X il lato DF=6' può divenire 


maggiore di qualunque quantità assegnabile, si conchiude che quanto 
più lontana dal centro si conduce una retta , tanto più piccola sa- 
rà i intercetta tra la furva e gli asintoti , la quale può divenire 
minore di qualunque qiMntilà assegnabile. 

204. Se si prendono gli asintoti per assi, l' equazione dell.i 
curva non conterrà i termini con le variabili a primo grado , per- 
chè r origine è al centro ; parimenti non potrà contenere termini 
con X* ed y" , perchè gli assi tagliano la curva all' inlinito ; avrà 
quindi la forma 

xy=k* : 

il cui signitìcato geometrico è che il parallelogrammo formato dal- 
le coordinate è costante. 

205. Essendo xy = k* l’equazione dell'iperbole, trovare la 
equazione di una corda , e quella della tangente. 

Poi punti x'y' ,x”y" della curva si à y '=—, , y"=— : c perciò 


, „ »•(«'— x") 


I equazione della corda sarà dunque 
y—y' __ k* 


K~x' x'x" ’ 

ovvero (per essere k*=zx'y'=x''y") 

y'x -i-yx"=k*-hy'x'' =y' {x'+.t'\ 




; 

• » 


T. 

j 
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Poiieiulo in questa equazione x'—x" , y’=y" si à per la taii- 
jieiile y'x+yx'=2x'y' , o pure 



Da questa equazione si «deduce che le parti che una tangente 
taglia sugli asintoti sono , 2y' , il cui prodotto è 4A*. Dunque 
il Irìanyolo formato da una tangente gualunq/ue e dagli atinloti è 
costante ed uguale al doppio del parallelogrammo formato dalle 
coordinate, 

Esemp. /. Se due punti fissi x'y' , x"y" di un' iperbole si congiun- 
Kono con un punto variabile x'"y"' della stessa curva la parte che tali 
rongiungenti intercettano su di un asintoto ò costante. Infatti : essen- 
do yx'"-{-.ry'=zx'y"'-i-x’y' ed x’"y-^y"x=y"x"'-\-y"x" l’ equazioni 
delle congiungcnti , ponendo y=0 si avrà per le parti che tagliano sul- 
r asse delle x rispettivamente 'x"'-\-x' , x'"-\-x" • la cui dUTercoza 
è x'—x" , indipendente dal punto x"'y'“. 

Esemp. 2. Trovare le coordinate del punto d’ incontro delle tangenti 
nei punti x'y' , x"y". 

Ricavando i valori di a: c di y dalle equazioni 
x'y-\^'xz=^* , ®"y-+-y"ar=2A* 

si à 

2x'x" 2y'y'' 

x'y ’~^xi’ x'-j-x" ’ 

206. Esprimere fc* in funzione delle lunghezze degli assi della 
ciirra. 

Poiché r asse biseca l’ angolo degli asintoti , si ottengono le 
coordinate del vertice ponendo x=y nell’ equazione xy=k' ; il 
che dà x=y=:l:. 

Quindi se dinotiamo con 0 l’angolo degli asintoti sarà a=2fccos6: 
ma ( art. 170 ) 

„ a 
COS0 = 


dunque sarà c l’ equazione dell’ iperbole riferita agli 


asintoti diviene 


a'+b‘ 

xy=-^- 


207. La distanza del fuoco dall'asintoto è uguale al semiasse 
coniugato b. 
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liifatlo esscmlo , c ^;ii sarà "* 

Ko*-+-6* 

(;F-sen9=b che è la distanza del fiioro dall'asintoto. 

Qtipsta verità è un caso particolare dell’ altra che il prodotto 
delle distanze dei fuochi da una tangente qualunque è costante ed 
uguale a 6*. Poiché siccome l'asintoto pnò riguardarsi come una 
tangente e le distanze dei fuochi dall' asintoto sono uguali, cia- 
scuna di esse risulterà uguale a b. 

208. La distanza del fuoco da un punto qualunque della curva 
è uguale alla disianza di questo punto dalla direttrice , parallela 
all' asintoto. 

Infatti la distanza del fuoco da un punto della curva è {art. 490) 
e volte la distanza dalla direttrice ; e la distanza dello stesso punto 

dalla direttrice sta alla parallela all' asintoto come cos9=-^ sta od 1. 

Da ciò si deduce un metodo di descrivere l' iperbole con moto 
continuo. Una squadra (/ig. 6.J) ABR scorre col luto AB lungo la retta 
tissa DD'; ed un Pilo uguale ad RB , le cui estremità sono fìsse nei 
punti R cd F è tenuto teso colla punta P di uno stile : lo stile P 
descrive una iperbole di cui F sarà un fuoco , DD' la direttrice , 
e BR sarà parallela ad un asintoto. 

CAPITOIX) XII. 

D R L L A • P A R A n O L A. 

209- Abbiamo veduto (art. /Jfi), che l'equazione del secondo 
grado rappresenta una parabola quando i tre primi termini formano 
un quadrato , ossia quando à la forma 

(ax-f-6i//-|-D3--+-E!/-f-F=0 : 

e che non è possibile trasportare I' origine in un punto tale che 
l' equazione non contenga i termini Dx , Ey. Possiamo però sem- 
plificarla nel seguente modo: 

Sappiamo {art. 27) che la quantità Dx-f-EsH-F è proporzionale 
alla lunghezza della perpendicolare abliassata dal punto ay sulla 
retta Dx-|-Ey-t-F=0 ; c similn\entc che ajc-l-by è proporzionale , 
alla perpendicolare condotta sulla retta ajc+by=0. Quindi se si 

Geom. Atìol. 


X 
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coslruistono le relle ax-^bij—0 , D«-hEy-hF=0 , l' equazione della 
curva esprìnnerà thè il (piadrato della distanza di un punto qua- 
lunque della cur\a dalla prima serba un rapporto costante alla di- 
stanza dolio stesso punto dalla seconda. 

Or se si trasformano gli assi e si prende la retta ax-i-bys^Q 
per asse delle a; , e Dj'-+-E«-|-F= 0 per asse delle y la nuova y sarà 
proporzionale alla distanza da aa;-t-àp=0 e la nuova x alla distanza 
dalla Da;-z-Et/+F=0 : quindi l'equazione della curva rispetto ai 
nuovi ossi sarà 

y*—px. 

É chiaro che l' origine è un punto della curva ; e poiché ad 
ogni valore di corrispondono per y due valori uguali e di segno 
contrario, l'asse delle x sarà un diametro , e quello delle y sarà 
parallelo alle sue ordinate, e perciò tangente alla curva (ari. iiii). 
Quindi se è data l’equazione della parabola sotto la forma 
(ox-l-6i/)*-t-Dx-f-E!/-t-F=0 

r equazione cur-|-ài/=(i rappresenta il diametro che passa per l' ori- 
gine ; c l’equazione D.*-t-Ep4-F=0 la tangente nel vertice, ossia 
nei punto in cui il diametro incontra la curva. 

L' equazione della curva riferita al diametro ed alla tangente 
al vertice ò della forma 

y*=px. 

210. Quantunque l’ equazione che abbiamo ottenuta per la pa- 
rabola abbia una forma mollo semplice , i nuovi assi ànno però 
r inconveniente di non essere in generale ortogonali. 

Se introduciamo un’indeterminata k, l’equazione 
( ax+by DoH-EjH-F= 0 
sarà equivalente all’altra 

( aaH-Ò!t-f-A’)'-K*^ — 2aF)ir-t-{E — 3bk)y-i-F — k*—0 : 

quindi 

ajr-t-é!H-à’=0 

sarà r equazione di un diametro , e 

( D — 2ak )x-h( E — 2bk)y+F — F*=0 , 
quella della tangente al vertire. ( Il che prova come nell’art. 139 
che nella parabola i diametri sono paralleli ). 

f )r la condizione che qviesle rette sieno perpendicolari è art. 40 ) 
a D— 2«*V+-/)(E— aWWO 
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quindi 

_ «D-f fcE 

Queslo valore di k dimostra che nella paraliola vi è un sol 
diametro le cui corde Sono ortogonali , che si è chiamato asse 
della curva ; e che prendendo per assi questo diametro e la tan- 
gente al vertice, l’ cquaiionc della curva riferita ad assi ortogivnali 
avrà la forma 

y'=^px. 

211. Dall' equazione y*=^px possiamo dedurre la figura della 
curva. Primieramente sarà simmetrica rispetto all' asse delle x , 
perchè ad ogni valore di x corrispondono per y due valori uguali 
e di seguo contrario, la secondo luogo la curva non si estende, 
dalla parte dell’ asse delle ascisse negative , perchè per valori ne- 
gativi della X la y è immaginaria. Finalmente crescendo l’ ascissa 
cresce pure l’ ordinata. La forma dunque della curva è quella della 
figura 64. 

Quantunque la parabola abbia rami infiniti come l' iperbole , 
nondimeno l’ andamento di questi rami è essenzialmente diverso. 
Abbiamo veduto che ciascun ramo dell’ iperbole tende a coincidere 
con una retta inclinata all’ asse della curva , il che non à luogo 
nella parabola , poiché le coordinate dei punti nei quali una retta 
x=ky-\-l incontra la parabola y*i=px che sono date dall’ equazione 
y*—pky—pl—0 

non possono essere infinite , che nel caso di t—cc e 4= so. 

Non v’ à dunque alcuna retta posta a distanza fwiita che in- 
contri la parabola in due punti coincidenti all’ infinito , e quan- 
tunque un diametro y=m taglia la curva in un punto posto ad 
una distanza infinita . pure l’ altro punto d’ incontro , determinato 

dall’ ascissa x=— , non può avere una distanza infinita che nel 
P 

caso di m infinito. 

212 . La figura della parabola può esser meglio concepita por 
mezzo del teoi'cma seguente: 

Se , supponendo fissi un vertice ed un fuoco dell’ ellisse , l’ asse 
maggiore riesce indefinitamente , la curva tenderà a divenire una 
parabola. 
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Itifalli : r equazione dell' ellis'ie riferita al \ertice è (art. i99). 

A* 

fj"=— X — iX* : . 


e chiainaiiilo m la distanza A’F ( fìy. f>5 ) , sarà m~a — l/a* — 6* 
donde /j’='2am—ni‘, die sostituito nell' equazione dell' ellisse diviene 
/, 2m*\ /2m m*\ . 

Quindi supponendo m costante ed a iniinito essa si riduce ad 
y*=Vmx 

che è r equazione della parabola. 

Dumjue , quando è dato un vertice^ ed un fuoco dell’ ellisse , 


2A" 


resterà flnito 


supponendo l’asse maggiore infinito, il paràmetro 

ed uguale a 4»«. Quindi se 1’ equazione della parabola è data sotto 
la forma t/'= 9 >x , p è detto parametro principale. 

Una parabola imò anche riguardarsi come un’ ellisse la cui 
eccentricità è uguale all’ unità. Poiché essendo 


I à» , 

e’ = l =1- 

a* 


2 m ni* 
+ 


a a* 

quando» è infinito si à e~l , e l’ellisse diviene parabola. 

213. Trovare il paramelro della parabola 
(ax'-i-à!/)*-l-Dx-l-E!/4-F=0- 

Abbiamo veduto (art. 210) che l’equazione proposta può tra- 
sformarsi nell' altra 

(ax-f-òt/d-àf-f-lU— 2aàjx-t-(K— 2ÒA y-hF— fc'^0 , 
e che determinando k come in quell’ articolo essa diviene 

(ax-H»!/-|-Av“-f-*^^f(òx— ay-+-F')= 0 

essendo 

, fg«-l-fr*)(F— **) _ 

*' ~ AD— «E 

Dinotando ora con X , Y le perpendicolari che da un punto 
della curva si abbassano sulle rette a.c-hby-i~k—0 e òx-h»i/-t-F'=0, 
r equazione della parabola diviene 

, . «E — AD,. 

“=-=i\ , 

: l/fl’-t-A* 
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P 


aE—ÒD 

(a*+ò”)^ 


Etetnp. /. Ridurre alla forma y’=px 1’ equajiioiio 
9j*+21aty+16y«+22a:-t-46!/+9=0. 

Si à k=5 , c perciò 1’ equazione si trasforma nell' altra 
(3a;-|-.ly+5)*=2(lx — 3y+8) ; 

e r equazione cercata rispetto agli assi 3z:+4y-f-5=0 , 4x — 3y-f-8=0 sarà 

- 2 « 

Esemp. 2. Trovare il parametro della parabola 

£* ^ ^ n 


Risp. 


4a»4« 


Questo valore può anche dedursi da’ seguenti teoremi che saranno 
dimostrati in seguito. 

» 1.“ Il fuoco di una parabola è il piede della perpendicolare 
» condotta dal punto d’ incontro di due tangenti che fanno tra loro un 
>• angolo retto sulla corda dei contatti. 

2.° 11 parametro di una conica si ottiene dividendo il quadruplo 
» del rettangolo dei segmenti di una corda focale per la lunghezza di 
» questa corda. 

Esemp. 5. Essendo a c 6 lo lunghezze di due tangenti ad una pa- 
rabola che si tagliano ad angolo retto , ed m il quarto del parametro , 
dimostrare che 


• « 



l’ a’ m' 


214. Trovare il parametro 'di («x-f-òy)*-i-Dx-i-Kj/-t-F=0 , 
supponendo gli assi obbligai. 

Procedendo come nell’ort. 210, ed osservando che gli assi 
sono obbliqui , la condizione perché due rette siano perpendico- 
lari darà per k i' equazione 

a{l)~2ak]-hb(E—2bkj=[aJE—2bk}+-b{ì)—-2ak]] cos « 


donde 


_ oD-f-òE— (aE-f-6D) cos » 
2(«*-t-ò» — 2«6cosj’) ’ 
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e r equazione trasformata sarà 

[(ft-qcos^.)x-(a-fccos^)y-t-F]=0 


T 


in CUI 


(F-»4i*)(o»-l-à*“*2o6oo»iii) 
' “ 6D-*«E 


quindi ponendo 

(ax-t-ày+à) seno g'CM — 6co8<»)y+F' 

i^a*+b*—^bcos<o l/a*+6* — 2aàcosi» 

si ò 

(aE — tP) sen* tt 


P-- 


— 2oi C08 

Eteiiip. Trovare il parametro della parabola 


ab a b 

4a*6*sen**> 

Rttp. — 


(o*-4-i*+2a6cos®) ■ 


tl -.1 


DELLA TANGENTE. 


* 


215, Siano x'y',x"y" due punti della parabola y’=px, sarà 
y'*—px' , y"*—px' e l' equazione della corda sarà 
y — P 

■s. 


slMÉn 

ti-ileemi; 


»— *' y'-Fy" 

ovvero 

FJc— y V'=o . 

nella quale ponendo y'=y " si à per la tangente • 

2y'y— px— y'*=0 , 

0 pure ^ , 

2y'y=:^(X4-x') per essere y'*=px'. 

Per r ascissa del punto in cui la tangente inconlra l’ asse 
delle X , avremo x= — x*. Dunque la sottangcnte ( fig. 66 ) TM 
è bisecata dal vertice. i 

Sappiamo che se si prendono per assi coordinati un diamelrò 
qualunque della parabola e la tangente nel vertice di questo dia- 
metro , r equazione della curva è 

y’=p> ; 
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perciò 1’ equazione della corda e della tangente sono le stesse , c 
la sottangente è doppia dell' ascissa. 

Cosi per copdurre una tangente ad un punto qualunque della 
parabola basta prendere 'n’=VM e congiungerc PT : 

eome pure per condurre pel punto P un* ordinata ad un diametro 
qualunque si costruirà prima la tangente in P , e quindi si pren* 
derà V'M'=T'V' e si congiungerà PM'. 

216. Dall’ articolo 1-i-i si deduce ( si può anche dimostrare 
come nell' art. 172 ) che I’ equazione della polare di un punto {xy') 
è delia stessa forma dell' equazione della tangente, cioè 

2y'y=p{x+x’) ; 

e perciò il punto nel quale incontra I’ asse delle x sarà determi- 
nato da x= — x'. 

Da ciò il teorema spesso adoperato T intercetta che le polari 
di due punti tagliano sull" asse è uguale alt intercetta tra le per- 
pendicolari condotte da questi punti sull'asse, la cui espressione 


DEI DIAMETRI. 

217. Abbiamo veduto che prendendo per assi un diametro 
e la tangente nel vertice , I' equazione della parabola à la forma 

y'=p'x. 

Ecco come può provarsi trasformando 1’ equazione y*=px rife- 
rita ad assi rettangolari : avremo così 1' opportunità di esprimere p' 
in funzione di p. 

Trasformando l'origine degli assi dell'equazione y*=px , col 
porre x-hx’ ed y-f-y' in luogo di x ed y , supponendo x'y' un 
punto della cuna , si à 

y*-i-2yy' =px. 

Cangiando ora la direzione dell' asse delle y e chiamando a 
r angolo che il nuovo asse delle y fa col diametro delle x avremo 
y=PN*=PM'sen9 ed »=V'M'-f-PM' cos« { fig. 66). 

Sostituendo quindi ysen9 ed ar-l-ycos® in luogo di x ed y , 
r equazione diviene 

y* sen’ 84-2y'y seu ®=^.r-|-py cos 9. 


( 17G ) 

Porcliè questa equazione si riduca alla forma y*=pjt , è ne- 
cessario die si abbiano le condizioni 

2i/'sen0=pcos6 ossia tang®=^, 

\ 

e siccome J—, è il parametro angolare della tangente al punto x y 
’ìy' 

della parabola lo cui equazione è 

'2y'y=iÌ3--^-x') , 

rosi r equazione della parabola riferita ad un diametro ed alla 
tangente nel vertice è 

— X ossia della forma y‘—p'x. 

■’ scn* # 

11 coefricicnte si dice parametro corrispondente al diame- 
tro V'M' : e si concbiude che il parametro di un diametro sta al 
parametro principale p nella inversa del quadralo del seno dell an- 
golo che le sue ordinale fanno con V asse. 

Possiamo esprimere il parametro di un diametro per mezzo 

delle coordinate del vertice: poiché la relazione tang9=^ dà 


p'=zp-+-ix'. 


DELLA NOnSIALE. 

218. L’equazione di una retta che passa pel punto x’y' ed é 
perpendicolare alla tangente, 2y'y~p(.T-hx'} é 
l>(y—y')-i-^y\-ìe—x')=Oj 
e r intercetta sull’ asse delle .x sarà ( fg. 67 ) . 

x=VN=.r • 
donde si deduce la sunnormale 

. mn=|. 

Cioè nella parabola la sunnormale è costante ed uguale al semi- 
parametro. 

L’ espressione della normale è 
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219. Un punto posto sull' asse della parabola, distante dal 
vertice por un quarto del paramelro principale , si chiama fuoro 
della cuna. Questo punto è analogo od uno dei fuochi dell’ellisse; 
c vedremo in seguito che una parabola può sempre riguardarsi co- 
me un' ellisse avente uno dei fuochi a distanza infìnila. 

Per semplicità porremo nei risultamonti che seguono ip=m. 

Trovare la distanza di un punto quiìlunqiu della curva dal fuoco. 

Essendo (m,0) le coordinate del fuoco, il quadrato della sua 
distanza da un punto qualunque della parabola sarà 

(x ' — — 2mx'4-m*-+-4nu?'='.T'-t-m)‘ ; 
c perciò x'-htn esprimerà la distanza cercata. 

Chiamando d questa distanza il risultato dell' art. 217 di>ic- 
ne p'=id. Cioè il parametro di un diametro è uguale a qiuutro 
volte la distanza della sua estremità dal fuoco. 

220. La polare del fuoco di una parabola si cMnma come 
nell’ ellisse c nell’ iperbole la direttrice. 

Poiché m è la distanza del fuoco dal vertice in sua polare , 
(art. 216) sarà perpendicolare all’ asse, distante dal vertice per m; 
e perciò esprimerà la distanza di un pimlo qualunque dalla 

direttrice. Dunque la distanza di un punto quedunque della para- 
bola dalla direttrice è uguale alla distanza dal fuoco. 

Abbiamo dimostrato {art. 190) che nell’ ellisse c nell’iper- 
bole la distanza di un punto della curva dal fuoco sta alla distanza 
dalla direttrice nel rapporto di e ad 1. Lo stesso si verifica per 
la parabola nella quale e=\ (art. 242). 

Il meccanismo che abbiamo accennato nell’ art. 208 per de- 
scrivere r iperbole può adoperarsi anche per la descrizione della 
parabola , purché l’angolo ABR sia retto. 

221. Il punto in cui uno tangente incontra F asse della curva 
è distante dal fuoco quanto il putito di contatto. 

Infatti essendo x' la distanza del punto in cui la tangentb^^i- 
contra l’asse dal vertice {art. 24S), la distanza dal fuoco sarà .r'-f-n». 
Dunque ecc. 

222. La tangente fa angoli uguali con F asse e col raggio forai»*. 

I lìeom. Aliai. 2.1 
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Ciò è evidente osservando che il triangolo formato dalla tan- 
gente , dall' osso e dal raggio focale è isoscele pel teorema che 
abbiamo dimostrato nell’ articolo precedente. 

Lo stesso può anche dedursi dalla proprietà dell' ellisse dimo- 
strata nell’ articolo 192. Poichò se supponiamo che la distanza del 
fuoco F' diviene infinita , il raggio focale PF' diviene parallelo al- 
r asse e la curva si cangia in una parabola. 

Se il raggio focale è perpendicolare all’ asse 1’ angolo che la 
tangente fa con 1’ asse sarà di •lo'’. 

Dunque la tangente all’ estremità dell’ ordinata focale fa con 
r asse un angolo semiretlo. 

223. Trovare la diflnuza del fuoco dalla tangente. 

La distanza del fuoco i^rn.o) dalla tangente yy'~-2mfx-\-x') ò 

Cioè la distanza 6 media proporzionale tra FV ed FP, (pg. 67). 

Si deduce pure dall’ espressione precedente e dall’ art. 218 
che FR è metà delia normale . come può vedersi geometricamente. 


osservando che TF=Frs'. 

224. Esprimere la distanza del fuoco dalla tangente in funzione 
deir angolo eh' essa fa coll' asse. 

Abbiamo (<irt. 2.'7 ). 


cos«=sen FTR: 


/ m 

'y x'+m 


e perciò lari. 22J) 

• y-r-, ni 

FR=k m X ■ 

Si vede da ciò che , prendendo per origine il fuoco , 1 equa- 
zione della tangente sarà 

n 

X cos « 4 -u sen «-| =0 , 

COS 

e che la distanza di un punto qualunque dalla tangente può sempre 


esprimersi in funzione dell’ angolo eh’ essa fa coll’ asse. 

223. Il luogo dei piedi delle perpendicolari condotte dal fuoco 
tulle tangenti è una retta. 

Prendendo il fuoco per polo , si à pel luogo l’ equazione 
m 

6= ovvero pcofa=^tn, 

• cos * 


che è r equazione della tangente al vertice. 
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Reciprocamente; se da un punto F si conduce un raggio tcI- 
lore FU alla retta VR, e la PU perpendicolare a questo raggio, la PR 
tara tangente una parabola che avrà per fuoco F e per vertice V. 

Vedremo in seguilo come si possono risolvere in generale le 
quislioni , come quella in esame , nelle quali mancando una sola 
delle condizioni necessarie per determinare una retta , si cerca il 
suo iuviluppo ; ossia la curva cui sempre è tangente. 

I giovani potranno esercitarsi a trovare il luogo dei piedi delle 
perpendicolari condotte dal fuoco sulle tangenti per mezzo delle 
coordinate rettilinee. 

220. Trovare il luogo delle tangenti che si tagliano ad angolo 

retto. 

Essendo ( art. 324 ) 1' equazione di una tangente 
arcos’ « -(-j/senacos a-i-m=0 , 
quella della tangente perpendicolare a (juesta , sarà 
Tscn'a — yseii«cos«-l-m = 0. 

Sommando queste due equazioni , per eliminare « , si à 

x+2m=0 : 

che è r equazione della direttrice. Dunque ecc. 

227. L'angolo di due tangenti è metà dell'angolo dei raggi 
focali condotti ai punti di contatto. 

In fatto nel triangolo PFT Tangolo PTF è metà deH'angolo PFN; 
c siccome I’ angolo di due tangenti è la dilTcrenza degli angoli che 
le tangenti fanno coll’ asse , e l' angolo dei raggi focali condotti ai 
punti di contatto 6 la dilferenza degli angoli che ([uesti raggi fanno 
coll’asse, si conchiude che l’angolo delle tangenti è metà dell’ an- 
golo dei raggi focali. 

Da ciò si deduce come caso particolare il teorema dell’ arti- 
colo precedente. Poiché se l’ angolo delle tangenti è retto i raggi 
staranno in linea reità; cioè lutte^lc congiungenti dei punti di 
contatto delle tangenti che s’ incorttrano ad angolo retto passano 
pel fuoco : il luogo dunque dei puntt d’ incontro di queste tangenti 
sarà la polare del fuoco , ossia la direttrice. 

228. La congiungente del fuoco col punto d'incontro di dice 
tangenti biseca f angolo dei raggi focali condotti ai punti di contatto. 

L’ equazioni di due tangenti sono 

j"COS*«-)-y 8en«cosa-f-m=5 0xcos*|5q-y scn Scos^4-m=0 , 




« 
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soUraeiido I' una dall' altra si à pur lu ruiigiungunic il Tuoco cui 
punto d' incontro delle tongenti 

X seu (»+?) — !/ cos 

e perciò «+|S sarà l’ angolo cb' essa fa coll’ asse. Or poiché « c ^ 
sono rispettivamente gli angoli che le tangenti fanno coll' asso ; 
saranno 2« e 2^ gli angoli che i raggi focali fanno col medesimo 
asse , e perciò la retta che fa 1’ angolo « 4 -^ bisecherà l' angolo PFP'. 

Questo teorema può anche dimostrarsi , calcolando , come nel- 
r art. 196, l'angolo 0 — 0' formato dal raggio focale condotto al 
punto di contatto di una tangente c dal raggio vettore condotto 
ad un punto qualunque xy della Uingentc : si troverà cosi 


espressione indipendente dalle coordinate de! punto di contatto ; e 
perciò sarà la stessa per le due tangenti condotte dal punto xy. 
(0' Brienn’s Gcomclria delle coordinate pag. 166). 

Cor. 1. Se l’angolo PFP'=180* la PP' passa pel fuoco, le 
tangenti s’ incontrano sulla direttrice e 1’ angolo TFP=90” {art. t91). 
Lo stesso può anche dimostrarsi direttamente formando l' equazioni 
delle polari di un punto ( — m,y ) della direttrice , e quella della 
congiungente questo punto col fuoco. Queste due equazioni sono 
yy'=2m{x — wi) , 2m(t/ — y')+{x — m) 2/'=0 , 
le quali rappresentano due rette perpendicolari. 

Cor. 2. Se una corda PP' ( fig. 68 ) taglia la direttrice in D 
la FD sarà la bisecante esterna dell' angolo PFP' ; il che si dimo- 
stra come nell' art. 197. 

Cor. o. Se una tangente variabile taglia due tangenti fisse l’an- 
golo formato dai raggi vettori condotti ai punti nei quali la tan- 
gente variabile incontra le altre due sarà costante ed uguale al sup- 
plemento dell' angolo delle tangenti fìsse. 

Poiché essendo ( art. 221 ) l’ angolo QRT metà dell' angolo pfq 
{fig. 69 ); e l’ angolo PFQ anche metà di pTg { art. 228 ) sa- 
rà PFQ=QRT , e perciò PFQ il sui)plcraento PRQ. 

Cor. 4. Il cerchio circoscritto al triangolo i cui lati sono tan- 
genti la parabola passa pel fuoco. Poiché l' angolo del segmen- 
to PFQ è supplemento di quello del segmento PRQ. 

229. Trm'are i eqmzione po'are della parabola , prnulendo 
il fuoco per polo. 
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Nell' art. 219. abbiamo dimostrato cbb il raggio focale è 
espresso da 

x'-f-»«=VM+m=FM+2m=()Cos9+2m. 

Quindi r equazione cercata sarà 

_ 

^ 1 — cosa ’ 

che può dedursi dall' equazione dell’ art. 198 ponendo e=l. Cos'i 
le proprietà dimostrate negli esempli di quell’ art. sono anche vere 
per la parabola. 

Nell' equazione precedente 1' angolo 9 si conta dalla parte FM ; 
che se si contasse dalla parte opposta FA' , l’equazione sarebbe 

_ 2m 
^ l-f-cos9 ’ 

ovvero 

l i 

pcos*i9=m , o finalmente p*cosj9=m’ , 
die ò un caso particolare deli' equazione 

P 'cos-fi9=a" , 

di cui parleremo in seguito. 

CAPITOLO Xlll. 

KSE.U1MI , ED AI.CL'.>E PR0PIUET\ DELI.E Cl'BVE COiVIcnE. 

230. 11 metodo per la soluzione del problemi relativi alle co- 
niche per mezzo dell'algebra 6 essenzialmente lo stesso di quello 
che abbiamo adoperato nelle quistioni della retta e del cerchio , 
nè potrà presentare grandi difiìcoltà a chi à avuto cura di eserci- 
tarsi risolvendo le quistioni che abbiamo date negli esempli dei 
Capitoli III. e VII. Crediamo quindi suilicieule di esporre pochi 
esempli di luoghi del 2° grado ; ed alcune proprietà delle coniche, 
. che non abbiamo credulo opportuno d' inserire nei capitoli prece- 
denti. 

Etemp. i. Trovare il luogo di un punto preso sopra una retta di 
Innghezza costante, le cui estremità si muovono lungo due lati di un 
angolo dato. 

Sia FL=n [fig. 70) , PK— m , LK=I. I triangoli simili danno 

m * H 
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• poiché 



LK*=ÒL+OK— 20K OL cos ■ .» 

sarà 

J’y* t'x> 2l'x^ros» 

' iu‘ i/m ’ 

ovvero 

a-’ y's iTyriist' ^ 

n* Di' r,in ’ 


equazione di im' ellisse , pcrcliè B* — ÌAC= — — , ed il centro sarà 
in O. 

Eitmp. S. Sia LK una rotta di lunghezza costante mobile intorno 
al punto P , trovare il luogo dei punti d’ incontro delle LO , KO con- 
dotte per le estremità parallele a due rotte date. 

Esemp. 5. Ovvero dei punti d’ incontro delle perpendicolari condotte 
da L c K su di LO,KO parallele a due rette date. 

Eicmp. 4. Preso su di LK un punto Q talché sia QK=PL trovare 
il luogo di Q. 

Esemp. S. Due righe uguali AB,BC [fij. 7!) congiunte a cerniera 
nel punto B ; e la AB congiunta similmente a cerniera nell' estremo .A 
con una riga fissa AG. Trovare il luogo del punto P preso su di BC 
supposto che r estremo C scorre lungo la riga fissa .AG. 

Esemp. 6. Jiata la base di un triangolo e la difierenza degli angoli 
alla base , trovare il luogo del vertice. 

Procedendo come nell’ esemp. 1. dell’ art. 9i quando era data la 
somma degli angoli alla base, si troverà che il luogo cercato é un’ iper- 
bole equilatera , di cui la base data è un diametro. 

il facile vedere che le bisecanti interna ed esterna dell’ angolo al 
vertice sono costantemente parallele a due rette , le quali sono pure 
parallele agli asintoti. Reciprocamente; se un triangolo à per base un 
diametro dell’ iperbole equilatera ed il vertice sulla -curva , avrà i lati 
paralleli a due diametri coniugati [art. 1S5); perchè i diametri coniu- 
gati dell’iperbole equilatera sono ugualmente inclinali agli asintoti (art.47f}) 

Esemp. 7, Data la base di un triangolo , ed il prodotto delle tan- 
genti dogli angoli alla base ; trovare il luogo del vertice. 

Si troverà una conica che à per vertici 1’ estremità della base. Questa 
proprietà è la reciproca di quella dell’ art. 171. 

Esemp. 8. Data la base di un triangolo , ed il prodotto delle tan- 
genti della metà degli angoli alla base trovare il luogo del vertice. 

Esprimendo le tangenti della metà degli angoli in funzione dei lati 
si vedrà che la somma dei lati è data ; e perciò il luogo cercato sarà 
un’ ellisse che avrà per fuochi le estremità della base. 
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Éiemp. 9. Data la base , é ]a somma dei Iati di un triangolo , trovare 
il luogo del centro del cerchio inscritto. 

Si può per mezzo dei due esempi! precedenti inferire che il luogo 
è un’ellisse, avente per vertici le estremità della base. 

Esemp. 10. Dato di grandezza e di posizione I' angolo al vertice di 
un triangolo , e la superficie , trovare il luogo del punto che divide la 
base in un dato rapporto. 

Esemp. il. Data la base di un triangolo , e posto che uno degli 
angoli alla base sia doppio dell’altro, trovare il luogo del vertice. 

Esemp. 12. Trisecarc un arco di cerchio. 

Risp. II punto di trisezione è determinato dall’ incontro dell’ arco 
dato con una iperbole. 

Esemp. 15. Data la base e la superficie di -un triangolo , trovare 
il luogo del punto d’ incontro delle tre altezze. 

Esemp. li. Trovare il luogo del centro di un cerchio tangente due 
cerchi , ovvero tangente una retta ed un cerchio. 

Esemp. 13. Data la base di un triangolo , e la parte che i Iati ta- 
gliano su di una retta data trovare il luogo del vertice. 

Esemp. 16. Due vertici di un triangolo si muovono lungo due rette , 
trovare il luogo del terzo vertice. 

Esemp. 17. Due vertici di un triangolo si muovono lungo due rette, 
ed i lati passano costantemente per punti dati , trovare il luogo del terzo 
vertice. 

Esemp. 13. Trovare il luogo del centro del cerchio che taglia due 
corde di date lunghezze su due rotte date. 

Esemp. 19. Il triangolo ABC è circoscritto ad un cerchio , l'angolo 
in C è dato , ed il vertice B si muovo lungo una retta data ; trovare 
il luogo del vertice A. 

Facciamo uso delle coordinate polari. Il centro O sia il polo , c 
la perpendicolare condotta sulla retta data sia 1’ asse polare. Siano {(,»}, 
f/,0') le coordinate dei vertici c B : sarà p'cosO— p; e di piii è fa- 
cile vedere che l’ angolo AOB , che chiameremo » , è conosciuto. 

Or poiché r altezza del triangolo AOB è data , avremo 

fp' scn X 

\/ — 'ìpp cosa 

e siccome 0-}-o'=:» , cosi 1’ equazione del luogo sarà 

pVsfn*» 

l’’co5'‘i* — 6,'f p’— 2p|:ros«f oSj*— 9) 

la quale rappresenta una conica. 
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E$emp. 20. Date «lue coniche , trovare il luogo «lei polo di una 
tangente ad una , relativamente all' altra. 

Le equazioni delle due coniche siano 


Aj*-+-BafsH-Cy*+Dj>4-EjH-F=0 : 
la polare di un punto rispetto alla seconda è [art. 4ii) 

{2Ax'+By'-)-D)x+(2Cy'+Ba:'4-E)«/+Dj;'+Ey'+2F=0 ; 
e la condizione perchè questa retta sia tangente l’ altra conica sarà 
fl*(2Ax'4-Bj/'-l-D]»-H.*(2Cy'+Bx'+E)*=(Dx'+Ey'+2F)». 

Questa relazione che è di 2.* grado rispetto alle coordinate del 
punto variahilc x'y' è l’ equazione del luogo cercato. 

231. Ecco alcuni esempli intorno olle proprietà focali delio 
coniche. 

Eiemp. 4. La distanza di un punto di una conica dal fuoco è uguale 
all' ordinata di questo punto prolungata fmo alla tangente all' estremità 
dell' ordinata focale. 

Etemp. 2. Trovare il luogo del punto in cui una retta condotta pel 
foco incontra una tangente sotto un angolo dato. 

Etemp. 3. Trovare il luogo del polo di una retta in una serie di 
coniche concentriche ed omofocali. 


Abbiamo veduto [art. 472) che il polo della retta nella 

conica — --(-^=1 è determinato dalle equazioni mx=o« , iiy=6* : dallo 

a* 6* 

quali si deduce mx — ny=a * — 6* =c* : quindi per tutte le coniche con- 
centriche ed onmfocali sarà n»x — nj/=c’ il luogo del polo della rei- 

X y 

la--f--=l; e perciò il luogo cercato sarà una retta perpendicolare 
alla rotta data. 

Si' la retta data è tangente una delle coniche il suo polo sarà il 
punto di contatto (art. 444). Quindi se in due coniche omofocali si 
conduce una tangente ad una , e nei punti in cui questa incontra I' altra 
conica si conducono pure le tangenti , queste s’ incontreranno sulla nor- 
male della prima conica. 

Etemp. 4. Prendendo in una conica il fuoco per polo , dimostrare 
ilic l'equazione polare della tangente nel punto che à per coordinala 

angolare a è =c cos 0-J-cos (0 — a). 


Dir' 


jOOJ^Ic 


( 185i ) 

Quest’espressione è dovuta al Signor Davies. 

Etemp. 5. Dimostrare che 1’ eejuazione polare della corda le cui 
coordinate angolari sono a+jS , a— è 

f =« cos »+ seg j3 cos (0— a). 

Questa relazione è dovuta al Signor Frost. 

Le precedenti equazioni sono utilissime per la dimostrazione dei 
teoremi relativi agli angoli sottesi nel fuoco. 

Daremo in seguito nel Capitolo XIV un metodo semplicissimo per 
ottenere tali equazioni. 

Etemp. 6. Se una corda PP' di una conica passa per un punto 
fisso, il prodotto tangiPFO-tang^P'FO sarà costante. 

I giovani potranno esercitarsi a (Umeatrare questo teorema dedu- 
cendolo dall’equazione dell’esempio precedente. 

Eccone la dimostrazione geometricà 'ulci Sig. Mac Cullagli, cui, 
come io credo , è dovuto il teorema. S’immagini il punto O preso do- 
vunque sulla PP' (fig. OS)\ e sia FO uguale ad «' volle la distanza 
del punto O dalla direttrice. Siccome le distanze dei punti P ed 0 dalia 
direttrice sono proporzionali a PD cd OD avremo 

FP , FO e _ scnPDF . seiiOrK < 

PD ■ OD~”«' ’ **'^'^*^*^** scnPFD ‘ scnOFD ’ 
c perciò [art. 197] 

cosOFT « 
cosPFT e' * 

e poiché ( art. 196 ) PFT è la semisomma cd OFT la seraidifTerenza ' 
di PFO , e P'FO ; sarà 

tang ; PFO • tang ■! P'FO=^^, 

donde si deduce che il prodotto tang| PFO Ungi P'FO è costante quando 
il punto 0 è su di una conica che à lo stesso fuoco o la stessa diret- 
trice della conica proposta. 

Etemp. 7. Se dalle estremità di una corda focale si conducono le 
normali e dal punto d’incontro una parallela all’ asse , questa biseciierà 
la corda. 

fi® 

Si prenda sulla direttrice un punto ar=~,y=^ : l’equazione della polare 
di questo punto, che passerà pel fuoco , sarà 1. Sostituendo. 

nell’ equazione delia curva il valore della x di questa equazione , le 
coordinate dei punti comuni con la curva saranno date dall’ equazione 

(6*-J-c*S*]p* — 2i?f*j5y — : 

fiVtmi. .inai. 2i 


{ ) 

|>ereió , rhiamando y' ed f" le coordinate di tali punti , avremo 

.J . -bb 

Ma è pure ( art. 185 , e$emp. 4 ) pel punto d' incontro delle normali 


y=-a-y'v"^= 


6V/J 


j,* » » ’ 

ijuiudi sarà 

y=i’y+y"). 

Similmente per le ascisse dei punti comuni cou la curva si à l' eqiia- 
tione 

^*]=0 , 

e perciò 

ma per I' ascisse del punto d' incontro delle normali si à 

_ ^«) 

*~o*(4*-4-eV*) ’ 

adunque sarà 

Esrmp. 8 . Se una corda passa per un fuoco la congiungentc il punto 
d' intersezione delle tangenti condotte all' estremità della corda , col punto 
d' incontro delle normali ai medesimi punti passerà per I’ altro fuoco. 

L’ equazione della coiigiungente è c^[ar+c)=[<i*-t-c*)y. 

Etemp. 9. Trovare il luogo dei punto d’incontro delle normali 
condotte alle estremità di ima corda focale. 

Risolvendo rispetto a /3* l' equazione 

o*|4«+»*(3*) ’ 


si à 

e poiché 

sarà 




C*(H-x) 




4»t«ji 


"4*-(-**/t* 


. (e*-t-e*)y . 

^ ric+x) ’ 

• perciò r equazione del hiogo sarà l’ ellisse che avrà per equazione 
(a«4-c*)«y'‘ _ 4*;c»— g'x) 
c\c-i-xì* ~ «'(f-t-*) ’ 

ovvero 

(«•4-c*)*y»=à*(c-f-a-){c’— o*x) 
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(o*+c>j*jf*-Hi*6*x»4'fcV*=é*r*. 

E$emp. 10. Essendo 0 l’ angolo delK: Ungenti coodoUe ad un' ellisse 
dal ponto P (/!j. SS); e f/ le distaiue del punto P dai fuochi , di- 
mostrare clic 


cos 


W 


Infatti (art. ISO) si à 

senTPF'SentPF= 


FTF'T' 

PF-P'F' 


6 * 


cos • FPF' — cos TPt=2 sen T PF • sen tPF , 
e 

2p|)' cos FPF'=p* -)-/*•— 4c* . 

232. Ecco degli esempli relativi alla parabola. 

Sarà facile distinguere quelli dell' articolo precedente le cui 
dimostrazioni sono ugualmente applicabili alla parabola. 

Esemp. 1. Trovare il punto d’ incontro delle tangenti condotte alla 
parabola y*=px , nei punti xy , x"y". 


Ritp. y— 




Esetnp. 2. Le Ire altezze del triangolo circoscritto alla parabola si 
incontrano sulla direttrice (Steiner, Gergonne, Annali XIX. 59, Waltoii 
pag. 119 ). 

L’equazione di una delle altezze è (art. 42). 



la quale divisa per y'" — y" diviene 

La simmetria di questa equazione lascia facilmente vedere che le 
tre altezze s’ intersecano in un ponto della direttrice pel quale si à 

WV" , y'+y"+!/" 

' ^ 3 

Ettmp. 3. L’area del triangolo circoscritto ad una parabola, è metà 
di quella del triangolo formato dalle congiungenli i punti di contatto 
(Gregory, Cambridge Giornale, Walton p. 137). 

Sostituendo le coordinate dei vertici dei triangoli nell' espressione 
dell’ art. 31 si à per 1’ area del secondo triangolo 

e per quella del primo la meU di questa espressione. 
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Eiemp. 4. Trovare l' espressione del raggio del cerchio circosci 
al triangolo inscritto in una parabola. 

Abbiamo dimostrato che se d ,e , f dinotano le lunghezze dei lati 
del triangolo inscritto in un cerchio , ed 5 la sua superficie , il raggio 

del cerchio circoscritto sarà espresso da^. Or se d è la lunghezza della 

corda che congiungc i punti x"y" , x"'y"' della parabola e 0' 1’ angolo 
che fa con l'asse, sarà 

d SCI! 0'=y" — y'" ; 

c similmente per gli altri due lati. Adoperando quindi l'espressione del- 
r area dell’ esempio precedente , si avrà 


n= 

2 sen 6’scn 0'"scu d" 

Questo raggio si può andie esprimere in funzione delle corde focali pa- 
rallele ai lati del triangolo. Intatto ( art. i98 esemp, .2 ) la lunghezza c 
della corda focale che fa un angolo 6 coll' asso è espressa da 


quindi si avrà pel raggio 


sen'd 


I c" , c'" sono i parametri dei 


4p 

Cosi, per l’art. 217, si deduce che c' 
diametri che bisecano i lati del' triangolo. 

Esemp. S. Esprimere il raggio del cerchio circoscritto al triangolo 
formato da tre tangenti alla parabola in funzione degli angoli che fanno 
coir asse. 

ovvero — , cssendop',p",p"' 

i parametri dei diametri che passano pei punti di contatto delle tangenti. 

Esemp. 6. Trovare 1' angolo delle tangenti condotte dal punto x'y' 
alla parabola y‘‘=\mx. 

L'equazione delle tangenti è {art. 150) 

( y” — imx' ) { y’— 1 mx) = [yy'—2m ( x-f-x' ) ]*, 
e quella delle parallele condotte dall'origine sarà 
x'y* — y'xy4-nix“=0 , 

le quali fanno Ira loro un angolo la cui tangente è { art. 70 ) 


Risp. R=- ^ 

2scn6'scn9 'scnd" 


lang<p: 


4mx' 


x'+m 

Esemp. 7. Trovare il luogo del punto d' inconiro dello tangciili ad 
tina parabola che si tagliano sotto mi angolo dato. 
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vini Bùp. L’iperbole y*—4mx=(ar4-m)*Ung*<p; ovvero y*-+-(* — nt)*= 
(aH-m)* seg* 9 . 

Da quest’ ultima equazione si deduce chiaramente che l’ iperbole a 
lo stesso fuoco , e la stessa direttrice della parabola ( art. 490 ]; e che 
r eccentricità è seg <p. 

Esemp. S. Trovare il luogo del piede della perpendicolare condotta 
dal fuoco della parabola sulla normale. 

La lunghezza della perpendicolare condotta dal punto (m,0) sulla 
retta im{y—y']+y'[x — x')s=0 è 


V'(a:'+tn| 

y’*+4m* 


yx'{x'+m). 


Or se 0 è r angolo che la normale fa coll' asse sarà ( art. 2/7 ) 



coso 




quindi l' equazione polare del luogo sarà 

m cos 0 , 

ovvero y*=mar. 

Esemp. 9. Trovare le coordinate del punto d’ incontro delle nor- 
mali alla parabola nei punti x'y' ,x"y". 


Risp. x=2m+€±Ìl±^, y = -nJÉt^: 

Ovvero se » e P sono le coordinate del punto d’ihconlro delle tan- 
genti condotte dallo stesso punto ( esemp. 1 ) sarà 

a:=2m-|-— — «, « = *-• 

' m > y m 

Esemp. 40. Trovare il luogo del punto d’intersezione delie normali 
alle estremità della corda che passa pel punto dato x'y'. 

Avremo in questo caso la relazione py'=2m (*'-!-») : e sostituendo 
nel risultati dell’ esempio precedente in luogo di « , il valore dedotto 
da questa relazione si à 

2mx-t-Pji'=im*-|-2p*-t-2mx' ; 2m'y=2^mx' — p*y' ; 
dalle quali eliminando p si à 


2 [2m [y—y'] -1- y' (a;— x') ]* =( Hmx'—y'* ) [yy' -|-2xx'— In.x' — 2x") ; 
che è l’equazione di una parabola il cui asse è parallelo alla perpendi- 
colare che dal punto dato si conduce alla sua polare. 

Esemp. 44. Trovare il luogo del punto d’ intersezione delle nor- 
mali che si tagliano ad angolo retto. 

In questo caso sarà »= — m, x — 3m + —,y=p,y'—m{x — 3m]. 


Esemp. 42. Siano o , ft le lunghezze di due tangenti , ed « l’ an- 
golo di' esse fanno , trovare il parametro. 
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Si conduca il diametro che biseca la corda di eoslatio : il pararne- 
tro di questo diametro sarà p'=^; ed ii parametro principale 

~ 4 ^r ( essendo «- la langhczza della perpendicolare condotta sulla corda 
dal punto d’incontro delle tangenti j. Ma è pure 2«y=aòsen«>, e 
16a:*=o*-l-6*-f-2aicos4: : quindi sarà ^ (ori. Hi ). 

Etemp. 43. Dimostrare che il cerchio circoscritto al triangolo (or- 
mato da tre tangenti alia parabola passa pel fuoco. 

Essendo (art. 405) 

pV sen A + r»sen B sen C = 0 

r equazione del cerchio circoscritto ad un triangolo , ponendo in luogo 
di * , p i valori corrispondenti , il termine noto dell’ equazione pre- 
cedente risalterà p'p"aen(/3 — y) -f-p"p sen (y — ») -hpp'sen (» — j3). E sic- 
come , per essere i lati *,P,y tangenti la parabola , ai à 

p'=-^, p"z=-^; cosi r espressione del termine noto diverrà 
cosp cosy 

fH* 

co r àcos^sccIsV ^^*^" cos^ -H sen {.- p)cosy], 

che è identicamente nulla. 

J-'semp. 44. Trovare il luogo del punto d’ incontro delle tangenti 
una parabola , essendo dato 1.* o il prodotto dei seni ; 2.* o il prodotto 
delie tangenti ; 3.<> o la somma , o la dilTercnza delle cotangenti degli 
angoli eh’ esse fanno coll’ asse. 

liisp. l.° un cerchio; 2-* una retta; 3.° una retta, che nel caso 
della diflerenza delle cotangenti diviene una parabola. 

233. Ecco una raccolta di csempiì. 

Eiemp. 4, Se un’ iperbole equilatera è circoscritta ad un triangolo 
passerà pel punto d’ incontro delle altezze del triangolo. ( Brianchon e 
Poncelct : Gergonne Annali XI. 203 : Walton p. 283 ). 

L' equazione della conica che taglia gli assi in punti dati è [ art. 454 , 
e$*mp. 4 ) 

bb'je*+Bxy+aa'y* — W (a-f-a^ * — (i-f-ft'jy-l-oo'iò'iiaO : 
e se gli assi sono rettangolari questa rappresenterà un’ iperbole equila- 
tera ( art. 47S ) quando sia aa'= — bb‘. Quindi prendendo per assi nn lato 
di un triangolo e la perpendicolare condotta dal vertice opposto, le rette 
a , a' ,b saranno date , e risulterà b' anche data , ossia la curva taglierà 

Od' 

r altezza del triangolo in un punto che avrà per ordinata y= p, che 

9 

c il punto d’ incontro delle tre altezze [ art. 42 tump. 4 ). 
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Ettmp. 2. Se i vertici di ùn triangolo sono rispettivamente i |k>Iì 
dei lati opposti rapporto ad on’ iperbole equilatera, il cerchio circoscritto 
ai triangolo passerà pel centro della conica. 

( Questo teorema è un caso particolare di quello die sarà dimo-' 
strato nel capitolo che segue ) [Brianchon e Poncelet, Gergonne XI. 210; 
Walton p. 304 ]. 

Si prendano per assi due lati del triangolo. Il polo detrasse del- 
le X in una conica data dall’ equazione generale è posto sul diametro 
che biseca le corde parallele all’ asse ( 2Ax+By-|-D ) ; come pure sulla 
polare dell’origine { Dx-|-Ey-t-2F=0). Or, snpponejido DE=2BF , que- 
ste rette incontreranno l’asse delle y nello stesso punto, e il polo dell’ asse 

delle X sarà il punto y= — sull’ asse delle y. 

Similmente si trova che il polo dell’ asse delle y è su quello delle x 

determinato da x — — -. Ciò premesso l’ equazione del cerchio che passa 
£ 

per r orìgine e per questi due punti è 

B(x*-l-2xycos»H-y*)+Eir-|-I>y=0 , 

ovvero 

X (2Cy4-Bx-i-E) -4-y (2Ax-l-By-|-D) — 2 ( A-j-C — B cos xy=0 ; 
la quale sarà verificata dalle coordinate del centro se si à pure 
A4-C=Bcos« ; 

cioè se la conica è un’iperbole equilatera {art. 70, 178], 

Se la condizione DE=2BF non è verificata il cerchio in esame pas- 
serà pel centro, per 1’ origine, e pei punti ^0, — ^ 0^ ; cioè 

pei punti in cui ciascuno degli assi è incontrato dal diametro che biseca 
le corde parallele all’ altro. Dunque il cerchio che patta pel centro di 
w>' iperbole equilatera e per due punti qualunque , patterà pure pel punto 
d’ incontro delle rette condotte per ciateuno di queiti punti parallele alia 
polare delV altro. 

Etemp. 5. Dai punti A , B , presi sulla tangente AB ad una co- 
nica , si conducano le tangenti alla stessa curva ; trovare il luogo del 
punto d’ incontro , supponendo la distanza AB costante. ( Vegg. pro- 
prietà armoniclie delle coniche ). 

I punti nei quali due tangenti ad una conica , data dall’ equazione 
generale , incontrano l’ asse delle x , sono determinati dall’ equazione 
(art. m). 

[ (4AC— B« ) y '• -f- (4 AE — 2BD) y' -+- 4 AF — D* ]*• 

-f 2[ (BD — 2AE) x'y' ■+■ (2CD— BE) y'*-t-(D«-4AF) (DE— 2BF) y']x 

i- [ (4AF— D*)x'*-t-(4BF— 2DE)x'y'-h(4CF— E»)y'«]=0. 
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Prendendo la differenza delle radici di questa equazione , ed iigua* 
gliandola ad una quantità costante si à l’equazione dei luogo, che sarà 
del 4.° grado. Ma se l' asse delle x è tangente la conica , ossia se 
D* = 4AF, l’equazione si riduce al 2.° grado. 

Similmente si può trovare il luogo quando è data la somma, o il 
prodotto , ecc. delle intercetto sull’ asse. 

dell’ angolo eccentbico (*). 

234. È mai sempre vantaggioso di esprimere la posizione di 
un punto di una curva , quando è possibile , mediante una sola 
variabile indipendente , in luogo delle coordinate. Cosi, facendo nel- 
r equazione dell’ ellisse una sostituzione analoga a quella fatta nel 
caso del cerchio (ari. tOO), troveremo che la discussione delle 
proprietà dell’ ellisse sarà molto più fucile. Porremo quindi per le 
coordinate di un punto dell’ ellisse 

a:'=acosf, y'=6seny 

le quali si accordano nel verificare l’ equazione della curva 



Kcco il significato geomètrico dell’angolo f. Si descriva un 
cerchio sull’ asse maggiore come diametro , e si prolunghi l’ ordi- 
nata in P {fig. SO) finché incontri la circonferenza in Q: avre- 
mo ang. QCL = f. Infetto CL = CQcosQCX, ossia a;'=acos?; 

c PL—^QL( ari. 466), e per essere QL = ascn 7 verrà !/'=6scn?. 

235. Da questa costruzione possono dedursi alcune importanti 
conseguenze. 

Se pel punto P si conduce PN parallela al raggio CQ , sarà 
PM : (iQ=PL : QL =6 : a ; ma CQ = a; perciò sarà PM-=òePN 
parallela a CQ — a. Dunque se per un punto qualunque di un’el- 

(‘) 0 fatto uso alcuni anni passati deli’ angolo eccentrico , come 
un caso particolare dei metodi esposti nel capitolo XIV. L’uso di que- 
st’ angolo è stato raccomandato dal signor O’ Bricn nel giornale mate- 
matico di Cambridge voi. IV’. pag. 99 ; cd è stalo da lui per la prima 
volta introdotto sotto il nome di angolo eccentrico nel suo trattalo del- 
le coordinate-piane : Geometria p. III. 
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lissc si conduce all' asse minore una retta uguale al semiasse mag- 
giore la parte che \i taglia l' asse maggiore sarà uguale al semi- 
asse minore. 

Se si prolunga 1' ordinata PQ nncliè incontri la circonferenza 
in Q' , si dimostrerebbe similmente che la parallela al raggio CQ' 
condotta per P è tagliata in due parli di costante lunghezza. Quin- 
di , reciprocamente , se una retta MN di lunghezza costante si 
muove lungo i lati di un angolo retto , e si prende in essa il 
punto P talché la MN sia sempre costante , il luogo del punto P 
sarà un’ellisse i cui semiassi saranno MP , NP ( teyg. art. 2o0 , 
esemp. i ). 

I Secondo questo principio si è costruito uno strumento, chia- 
mato compasso ellittico per descrivere un'ellisse con moto conti- 
nuo. CA , CD' sono due righe fisse , ed MN una terza riga di lun- 
ghezza costante le cui estremità possono scorrere lungo le prime; 
un lapis fissato in un punto qualunque della SIN descrive un’el- 
lisse. Se il lapis è nel punto medio della MN descriverà la cir- 
conferenza di un cerchio ( O'Brien’s Coordinate geometriche p. 112 ). 

236. L’ introduzione dell’ angolo y conduce od un mezzo sem- 
plicissimo di costruire geometricamente il diametro coniugato di 
un diametro dato. Infatti , essendo 



tang8 = |7=*tangy, 

la relazione 

, il* 


tang9 tango dell’ art. 174 

diviene 

tangy tangy'=— 1 , 

e perciò 

y — y'=90". 


Così per costruire il diametro coniugato di un altro dato , si pro- 
lungherà l’ordinata del punto dato P {pg. 72) finché incontri il 
semicerchio costruito sull'asse maggiore in Q, si congiuiiga CQ, 
e s’innalzi a questa lo perpendicolare CQ' : la perpendicolare al- 
r asse condotta pel punto Q' segnerà il punto P' , che sarà un 
punto del diametro coniugalo. 

lleom. Ami. 25 
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Possiamo anche dedurre le relazioni tra le coordinate dei 
punti P e F dell' art. 176. Poiché essendo 

co8f'=sen? e sen/= — cosf, 

sarà 

^ y' y". x' 

o ~~b' b~ ■fl' 

dalle quali relazioni si è~purc che i triangoli PCM , P'CM' sono 
equivalenti. 

Esemp. 1. Esprimere le lunghezze di due semidiametri coniugati in 
funzione dell’ angolo f . . 

Bitp. a'»=a* cos* <p + 6 * sen’ 9 ; 6 '*= o* sen*f + 6 * cos*<p 
Etemp. 2. Esprimere la lunghezza di una corda dell' ellisse in fun* 
zione degli angoli 9 , 9 ' (vegg. art. 400). 

Rùp. ®cos Uf-Hp'l+jSen ' (9+9')z=cos ^( 9 — 9 '). 

Etemp. 5. Dedurne l'equazione della tangente. 

a? y 

Bitp. -cos 94 -j sen 9 = 1 . 

Etemp. 4. Esprimere la lunghezza della corda che coiigiungc i 
punti » , ? 

D*=a* ( cos « — cos (3 ) * 4 -é* (sen » — sen p] • 

D =2 sen | (» — p) [n’sen*|(»-l-j3)-f-6»co8*'l(“-l-^) ]* 

Ma la quantità in paretitesi è il quadrato del semidiametro coniu- 
gato a quello che corrisponde al punto ì(» + ^) , ( etemp. /); e la tan- 
gente nel punto ;[« + |3) é parallela alla congiungente i punti •,P, 
( etemp. 3 ) : quindi se dinotiamo con 6 ' il semidiametro parallelo alla 
corda data avremo 

D = 2i'senJ(* — p). 

Etemp. 5. Trovare la superfìcie del triangolo i cui vertici sono »,p,Y. 
Per r art. 31 abbiamo 

2S=o6[sen (» — |3)-|-8en (|3 — y)-f- sen(y— *)] 

=ofc[2 sen ì(»— 13 ) cosi(»— jS)— 2sen i (»—p) cos 2y)] 
==4«Asen | (« — j3)son J {/S— y)sen s(y — ») , 

ondo 

S=2aàsen J(» — jS) sen { (jS— r) sen i(y— »). 

Etemp. 6. Trovare il raggio del cerchio circoscritto al triangolo i 
cui vertici sono », p, y. 
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Se d, «, f sono t tre lati del triangolo formato dai tre punti dati , 
sarà dove b',b",b"' sono i semidiametri paralleli ai 

lati del triangolo. Se e',c",e"' sono le corde focali parallele ai Iati del 
triangolo, sarà ( Vedi art. 232). 

Ettmp. 7. Trovare l’ equazione del cerchio circoscritto al triangolo 
dell’esempio precedente. 

Bitp. ^"’^ cos l(»+(3)cos ,(/J-h')cos ?(y+») 

j-^sen ;(*-H3)seni(i3-|-y)sen J(y+»)= 

0 *- 

— 2 (»-H3)+cos (jJ-Hj-l-cos (y-t-»)]. 

Ettmp. 8. Trovare il luogo delle intersezioni del raggio vettore 
focale FP ( fig. 73 ) con il raggio GQ del cerchio. 

Siano x'y' le coordinate centrali di P, quelle di O : pe' trian- 
goli simili FON , FPM , si avrà 

y y' iseof 
a:+c *’+c a;«-(-cost)' 

Or poiché f è r angolo che il raggio vettore al punto O comprende 
coir asse , otterremo immediatamente l' equazione polare del luogo po- 
nendo fCos<p, e |)sen 9 in iuogo di x, e y, ed avremo 
f _ * 

c-i-pcost o(e-Hcos 9 )' 

ovvero 


he 

— . 

e-+-^o — t]casf 

Quindi ( art. 499 ) il luogo è un’ ellisse , di cui C è uno de’ fuochi , 
e può facilmente provarsi che F ne é I’ altro. 

Ettmp. 9. La normale al punto P s’ intenda prolungata fino ad in- 
contrare CQ ; trovare il luogo dell’ intersezione di queste rette. 

L’ equazione della normale è ( art. 484 ) 

a‘x b*y 

x' ’ 

ovvero [uri. 234) 



eosf senf ’ 

ma possiamo, come nell'ultimo esempio, scrivere fCos<p, e ^sentp in 
luogo di a: e y, e l’ equazione divieim 

(a— è)|»=c*, 
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ovvero 

Il itiogo richiesto è quindi un ccrcliio concentrico all’ ellisse. 
Eiemp. IO. È utile in Astronomia di esprimere l'angolo PFC me- 
diante l'angolo (fi. Si troverà 

tang;PFC=^(g)tangi.p. 

Esetnp, //. Se pel vertice di un’ ellisse si meni un raggio vettore 
ad un punto della curva , trovare il luogo del punto dove un raggio me- 
nato pel centro parallelo al primo incontra la tangente menata per quel 
punto della curva. 

La tangente dell’ angolo che il raggio menato pel vortice comprende 
ti* 

coir asse è ; quindi l'equazione della parallela menata pel centro è 

y y* tscn^ 6 1 — cos<p , 

X x'-H» o[l-H:os?) o scn<(i ’ 

ovvero 

y .a; X 

-son (fH — cos<f=-, 

6 ’ ' a ^ a 

ed il luogo d’ intersezione di questa linea colla tangente 

y ^ 4 

■” scn <p-f- - cos 9=1 

D a 

è chiaramente ^=1 , cioè la tangente all' altra estremità dell’asse. 

Lo stesso procedimento può applicarsi se il primo raggio vettore sia 
menato per un punto qualunque della curva , sostituendo a' c 6' cd a c 6 ; 
il luogo sarà la tangente al punto diametralmente opposto al primo. 

237. I metodi che abhiamo esposti negli urlicoli precedenti 
non sono applicnhili all’ iperbole. Nel caso dell’ iperl>olc però por- 
remo 

x'—asccf, y'=Mangy 
che verificano l'equazione 



L' angolo ^ può essere esibito gcoinelricainciitc coiiduceudo la 
langenlo 3IQ {(ig. li) dal piede dell’ordinata M al cerchio de- 
scritlo sull’ asse reale ; f nugolo y sarà espresso da Qt'.M , perchè 

(;m=cqsocQCM. 
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Si à pure QM = atang?. e PM = 6taiig?. Dunque se dal pie- 
de di un’ ordinata dell’ iperbole si conduce la tangente al cerchio 
descritto sull’ asse reale questa tangente serba un rapporto costante 
all’ordinata. 

238. (*) Poiché r equazione dell' iperbole coniugata è 



un punto dell'iperbole coniugata può essere espresso da 
a:''=atang?' , y''=6sec?'. 

Or se 9 è r angolo che un diametro fa coll’ asse delle x , si à 

i /I y* ò 

tango =^=-scnT. 


Similmente si à 


tango 


_ y"_^ 


^ii=-X T 

x" a scn<p 


quindi la relazione tra due diametri coniugati cioè 

,7 


diviene 
e perciò 


langox tango : 


seri? = seny 


? = ? 


DELLE SF.ZIO.M CO.MCnF. SLMILI. 

239. Due figure si dicono simili e similmente poste , se i raggi 
vettori condotti alla prima da un punto O {fig. 75) sono in un 
rapporto costante coi raggi paralleli condotti alla seconda da un 
altro punto o. 

Se questi due punti sono possibili per due figure , ve ne sa- 
ranno necessariamente infiniti. Infatti : preso un punto (pialunque G 
e condotta per o la oc parallela ad OC e nel rapporto di op ad OP, 
i triangoli OPC , opc risulteranno simili e perciò rp sarà parallela 
a CP e nel rapporto di op ad OP. Similmente si può dimostrare 

(*) Quest’ articolo è stato preso da una memoria del signor Turner 
inserita nel Giornale Mal. Cambridge p. 122. 
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die un raggio \etlorc condotto per c è proporzionale al raggio 
porallelo condotto dal punto C. 

Su due sezioni coniche cenlraU sono simili, lutti i diametri 
dell' una sono proporzionali ai diametri paralleli dell' altra; poiché 
ì rettangoli OPxOQ , opxoq sono proporzionali ai quadrati dei 
diametri paraceli ( ari. 43i ). 

240. Cerchiamo ora le condizioni perchè le due coniche 

Ax*+Bxy-hCy*4-Dx-t-Ej/-+-F=0 , 
ax» 4- 6xy + cy* -t- dx -t- «y -)-/■= 0 , 
siano simili e similmente poste. 

l.a prima riferita al suo centro come origine avrà per equazione 
f ari. io5 ) 

Ax*4-Bx!/+Cy*=F' ; 

ed il quadralo di un semidiametro R verrà espresso da 

F' 

t . 

A cos*9 + B sen 0 cos #-t-G sen* # ’ 

similmente il quadrato del semidiametro r della seconda parallelo 
ad R sarà espresso da 

•r.= r_ 

a cos*9+à«en 9 cos 9+c sea*6 

B* 

Da queste espressioni si deduce che il rapporto —sarà indipen- 
dente dall' angolo 9 se si à 

* A— ?— £ . 

a~b~e’’ 

Dunque due coniche sono simili e similmente poste , se i coefft- 
rienli delle più alle potenze delle variabili sono gli stessi in tutte e 
due, o differiscono per un coefficiente costante. 

241. Dalla definizione delle coniche simili si deduce che gli 
assi di due coniche simili debbono avere la stessa direzione , per- 
ché i diametri massimo c minimo dell' una debbono essere paral- 
leli ai diametri massimo e minimo dell'altra. 

Se uno dei diametri diviene infinito lo stesso dovrà avvenire 
pel diametro parallelo dell' altra : cosi gli asintoti delle iperboli si- 
mili e similmente poste sono paralleli. Lo stesso si deduce pure 
dall’ articolo precedente , osservando che gli asintoti di una conica 
sono determinati dui coetlìcicnti dei termini dell' equazione , con- 
tenenti le più alte potenze delle variabili (art. /ó7'. 
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Le coniche simili ànno la stessa eccentricità , perchè si à 

** Perciò le coniche simili si dicono anche quel- 

0 * m*a* 

le che ànno gli assi paralleli , e la stessa eccentricità. 

Se due iperboli ànno gli asintoti paralleli sono simili. Infatto 
siccome gli assi bisecano gli angoli degli asintoti, risulteranno pa- 
ralleli ; e r eccentricità , che dipende dall’ angolo degli asintoti , 

( ari. (IO ) , sarà la stessa per le due cur>e. 

242. Essendo costante 1' eccentricità delle parabole , si con- 
chiude che due parabole sono simili e similmente poste quando 

ft cos 9 

ànno gli assi paralleli. Infatti nella parabola y*=px si à , 

e pel raggio vettore parallelo condotto dal vertice dell' altra pa- 
rabola si à pure »'= • q perciò sarà ~,=^, • 

^ sen*9 ' f' p' 

Etemp. /. Sopra un raggio vettore di una conica condotto pel pnn- 
to O si tagli OQ che serbi un rapporto costante ad OP : trovare il luogo 
del punto Q. 

Basterà sostituire mp in luogo di p nell’ equazione polare della co- 
nica , e si avrà che il luogo cercato è nna conica simile e similmente 
posta alla data. 

Il punto O può chiamarsi centro i\ rimUìludine delle due coniche, 
perchè in questo punto s’ incontrano le tangenti comuui alle due coni- 
che. Infatti se i raggi vettori OP , OP' dell’ una sono uguali lo saranno 
pure i corrispondenti OQ , OQ' dell’ altra. 

Etemp. 2. Se pel centro di similitudine di due coniche simili si 
conducono due raggi vettori , le corde che congiungono i loro estremi 
o saranno parallele o s’ incontreranno sulla corda comune. 

Si dimostra come nell’ art. 121. 

Etemp. 3. I sei centri di similitudine di tre coniche simili e si- 
milmente poste sono tre a tre in linea retta { vegg. fig. 39 ). 

Etemp. 4. Se una retta taglia due coniche simili e concentriche , 
le parti intercette tra le due curve sono uguali. Ed ogni tangente alla 
conica interiore è bisecata nel punto di contatto. 

Si dimostra come i teoremi degli art. 201 , 202 che sono cosi par- 
ticolari di quello proposto : poiché gli asintoti di un’ iperbole possono 
considerarsi come una conica simile all’ iperbole stessa , per essere gli 
stessi , in tutte e due le equazioni , i coelllcienti dei termini contenenti 
le più alte potenze dello variabili. 

Etemp. 5. So si ànno due ellissi simili e concentriche , e dal vor- 
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lice V della interiore si condace una tangente che taglia 1' altra nel 
punti T,T'; ogni corda dell’ ellisse interiore condotta per V è la semi- 
somma algebrica delle corde parallele condotte nell’ ellisse esterna dai 
punti T , e T'. 

243. Due figure si dicono smpìicetnenle simili se i raggi vet- 
tori proporzionali fanno tra loro un angolo costante : talché se una 
delle figure gira in modo che due raggi vettori divengano coinci- 
denti , le due figure saranno simili e similmente, poste. 

Trovare la condizione perchè siano scmplicemenle simili le due 
coniche. 

Ax» +B.r y D.r-t- r y -f-F = 0 
fla:' -1- kry+cy' -+- d.r + cy + /’=0 

Basterà trasformare la prima equazione rispetto a due assi che 
facciano coi primitivi un angolo 0 . c quindi esprimere la con- 
dizione che i nuovi coefiìcienti A' ,B' ,C sono proporzionali ad a,b,c, 
per tutl'i valori di 0. 

Sia duni|uc A'— ma , B':=ni6 , C =mc. Abbiamo veduto nel- 
l'art. IfiO che trasformando la direzione degli ossi le quantità 

g. cd A-t-C restano invariate avremo quindi 

A + C= A'h-C ' = m fa -i- c) 

B’— 4AC=B'*— 4A'C'=m’vé’— ine) , 

c la rondizionc'ccrcata sarà 

B* — iAC b^—iac 

se gli assi sono obliqui la condizione precedente sarà 

4 .\C — 4 ac 

(A+C^ìi cos 4')"“ ( a+c—b cos » )* 

Negli articoli 70 c 157 abbiamo veduto che la condizione in 
esame esprime che gli angoli degli asintoti delle due coniche ( sia- 
no reali , siano immaginarii ) sono uguali. 

1>E1, (’ONTATTO DELLE CONICHE. 

2U. Abbiamo dimostralo ( ari. 45 ) che l' equazione che de- 
termina le ordinate o le ascisse dei punti comuni a due curve 
r una del grado m”"‘ e 1’ altre del grado n”«> risulta del grado mn”'". 

Due ronirhe dunque si tayìiano generalmeiUe in quadro punti. 
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Se due dei punti comuni coincidono , le conidie si toccano, 
c la congiungcnte i due punti coincidenti diverrà tangente comu- 
ne alle due curve. 

Rireriamo le due coniche olla tangente comune ed alla nor- 
male : V equazioni di tali curve saranno {art. 485; e$emp. 2) 
Ax*-t-Bacy-t-Cj/*-+-Ey=0 , 
A'a:*-hB'iry-t-C'y*-i-E'!/=0 , 

c r equazione della corda LM ( fiff. 76 ) che congiunge gli altri 
due punti sarà ( art. 485; esemp. 2 ) 

(BA— AB') x-l-(CA'— AC)y-t-(EA'— AE')=0. 

Il contatto delle due coniche in esame si dice di primo ordine. 

Se tre dei punti comuni coincidono , il contatto sarà maggio- 
re : uno dei punti L,M coinciderà con T : la corda LM passerà 
per l'origine, e perciò sarà EA' — AE'=0. Il contatto si dice in 
questo caso di secondo ordine : e siccome quando il contatto è su- 
pcriore al primo ordine le curve si dicono in generale osculatrici, 
cosi due coniche che sono osculatrici in un punto si possono in * 
generale tagliare in un altro punto. 

Se tutti c quattro i punti comuni coincidono , il contatto sarà 
di terso ordine , nè potrà essere superiore : la corda LM coinci- 
derà colla tangente in T (y=0) , e perciò si avranno le condizioni 
EA'— AE'=0 , BA'— AB'=0 ; 

Quindi se una conica è per equazione 

j;*-t-Bxy-t-Cy*-t-E^=0 , 
r equazione dell' altra sarà 

x'‘-t-Bxy-t-C'y*-t-Ey=0. 

245. Dall' articolo precedente si deduce che si possono de- 
scrivere inlinite coniche che abbiano un contatto di terzo ordine 
con una conica data in un punto determinato ; c che una sola 
condizione è sufficiente a determinarla completamente. Cosi , per 
esempio , la parabola che à un contatto di terzo ordine con la 
conica 

x’-+-Bxy-)-Cy*-t-Ey=0 , 

sarà 

B* 

x’-hB-ry-h -^y* -t-Ly=i (l. 

O'eom. Aitai. 2G 
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Siccome sono necessarie due condizioni perchè un’equazione 
del 2.® grado rappresenti un cerchio, cosi non si può descrirere 
un cerchio che abbia un contatto di terzo ordine con una conica 
data ; o , che è lo stesso , non si può descrivere un cerchio che 
passi per quattro punti consecutivi di una conica , essendo suffi- 
cienti tre a determinarlo. Possiamo in vece determinare il cerchio 
che passa per tre punti consecutivi di una conica , che si chiama 
cerchio osculatore , ovvero cerchio di curvatura. 

Sia 

A®* -t- Gy•-^Ey =0 , 

r equazione delia conica ; quella del cerchio tangente sarà ( art. TJ ; 
cor. 2 ) 

x*-t-y*-t-2ry=0 ; 

e la condizione perchè questo cerchio sia osculatore sarà (art. 344 ) 

£ 

E=2Ar ovvero >’=^- 

L' espressione di r si dice raggio di curvatura della conica 
nel punto T. 

246. Trovare V espressione del raggio di curvatura in un punto 
di un' ellisse. 

Basterà trovare l’equazione dell’ellisse riferita alla tangente 
ed alla normale , corrispondenti al punto dato. 

Or r equazione dell’ ellisse riferita al diametro che passa pel 

punto dato ed al suo coniugato si trasforma rispetto 

alla tangente ed al diametro , corrispondenti al punto dato, ponen- 
do x-t-o' in luogo di x, e diviene 


X» , V» . 2x 
a' 


lO. 


Inoltre cangiando la direzione al solo asse delle X finché i 
nuovi assi siano ortogonali , e chiamando X , Y le coordinate orto- 
gonali e 6 r angolo che il nuovo asse delle x , ossia la normale , 
fa col diametro , le relazioni dell’ art. 217 daranno 
xsen9=X , y-l-xcos9=Y , 

donde 

_ X _v A. 

* sen# ’ ^ tan» 
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Sostituendo questi valori il loelTIciente di X sarà e (inolio 

o'senO * 

1 6 '* 

di ; dunque il raggio di curvatura è • E poiché a'sens 

è la perpendicolare condotta dal centro sulla tangente , cosi sarà 


i'» *'• ò'» 

(ari. 479). 
o'seu# p ab ' 

247. Da questo valore del raggio di curvatura si deduce un 
metodo semplicissimo per ottenerlo geometricamente in un punto 

W 

della curva. Abbiamo dimostrato ( ari. 485 ) che — esprime la 


lunghezza della normale , e che ^ esprime il coseno dell' angolo ? 

che il raggio focale fa colla normale : introducendo questi valori 
si à pel raggio di curvatura 


n — — =-• 
cos'ip 

Quindi , se dal punto in cui la normale incontra l' asse le si 
conduce una perpendicolare , e dal punto Q (fig. 77 ) in cui ta- 
glia il raggio focale s’ innalza al medesimo una perpendicolare CQ, 
il punto C sarà il centro di curvatura, e CP il raggia di curvatura. 

Un’altra costruzione si deduce dal principio che se un cer- 
chio taglia una conica le corde comuni faranno angoli uguali col- 
r asse ; poiché essendo uguali i rettangoli dei segmenti delle cor- 
de ( Eud. lllf 93 ) , i diametri paralleli della conica saranno 
uguali ( art. 452 ) ; e perciò ugualmente inclinati all’ asse ( art. 465).. 

Ora , nel caso del cerchio di curvatura, la tangente in T ( fig. 75) 
è una corda d’ intersezione , e la TL ne sarà l’ altra : bisognerà 
quindi condurre TL che faccia colf asse un angolo uguale a quello 
che fa la tangente collo stesso asse; il cerchio che passa pei punti T 
ed L e tocca la conica in T sarà il cerchio di curvatura. 

Dalla costruzione precedente si deduce che il , cerchio oscula- 
tore in uno dei vertici della conica à un contatto di terzo grado. 

E$emp. 4. Adoperando la notazione dell’ angolo eccentrico , trovare 
la condizione perchè quattro punti siano posti sullo stesso cer- 

chio ( Joachimstal. Creile XXXVl 95). 

Le corde che congìungono questi punti due a due s’ inclinano ugual- 
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menti' all'asse Pima da una parte e T altra dall* altra ; t poiché le corde 
sono 


^cosi(» + |3)+*senì(»-H5)=cosi(»— jJ); icosi(y+«) 


-t- j sen { ( y-H ) = cos i Qy— ») , 

avremo 

(ang + tang|(y-t-8)=0; *-f-;94-y-4-»=0 , 


ovvero 

»+|3-t-y + 8=2m«. 

Esemp. 2. Trovare le coordinate del ponto in cui il cerchio oscu- 
latore taglia di nuovo la conica. 

Sarà »=|3=y; e perciò 8=— .3» ovvero 

.y=*^-3x' y=^-3y'. 


E$emp, 3. Vi sono su di una conica tre punti ai quali corrispon- 
dono tre cerchi osculatori che passano per un punto dato della conica : 
questi punti sono situali so di una circonferenza di cerchio che passa 
pel punto dato ; c costituiscono i vertici di un triangolo di cui il centro 
della curva è il punto d'incontro delle mediane ( Steiner. Creile XXXII. 
300 ; Joachimstal CrelU XXXVI. 93 ). 

Sia 8 il punto dato , il punto di contatto del cerchio osculatore che 


passa per questo punto sarà«=-^: c sicconle il seno ed il coseno 


di 8 non si alterano se 8 si aumenta di 360° , cosi avremo pure 
»= — 1+120®, «= — 1+210°; e per T esemp. 1. questi trapunti 

sono posti sulla circonferenza di un cerchio che passa pure per 8. Se 
nell' esempio precedente supponiamo note le coordinate x ,y , siccome 
T equazioni cubiche che determinano le coordinato x' , y’ mancano del 
secondo termine le somme dei tre valori di x' , ed y' sono rispettiva- 
mente nulle ; e perciò ( etemp. 4, ari. 7) l’ origine sarà il punto d’in- 
tersezione delle mediane del triangolo formato da questi tre punti. È 
facile vedere che le normali in questi punti sono le tre altezze del trian- 
golo , e perciò si tagliano in un punto. 

248, Trovare il raggio di curvatura della parabola. 

L' equazione della parabola riferita ad un diametro ed alla 
tangeulc 'y'=p'x) si trasforma per rispetto alla tangente , !ed alla 
normale con la stessa sostituzione del)' art. 246 , c si à 


R 


P' 

2 sena 



2p® 


(ori. 2/7); 
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N=i»'sen9, sarà H= — -t= — — • 

’ sen»# a‘S*<p 

Quindi la costruzione dell' articolo precedente è applicahile 
anche al caso della parabola. 

Esemp. 4. In tutte le sezioni coniche il raggio di curvatura è uguale 
al cubo della normale diviso pel quadrato del semiparametro. 

Etemp. S. Esprimere il raggio di curvatura di un’ ellisse in fun- 
zione dell’ angolo che la normale fa coll’ asse. 

Eiemp. 3. Trovare le lunghezze delle corde del cerchio di curva- 
tura che passa pel centro o pel fuoco di una conica centrale. 

26 '» 26 '* 

Etemp. 4. La corda focale di curvatura di una conica è uguale alla 
corda focale della conica condotta parallelamente alla tangente nel punto. 

Etemp. S. Nella parabola la corda focale di curvatura è uguale al 
parametro del diametro che passa pel punto. 

2+9. Trovare le coordituUe del centro di curvatura di una 
conica centrale. 

È chiaro che queste coordinate si ottengono sottraendo dallo 
coordinate le proiezioni del raggio di curvatura su ciascun asse. 
Inoltre è chiaro che questo raggio sta alla sua proiezione sull’ asse 
delle y come la normale all' ordinata y : quindi la proiezione an- 


b't 


zidetta si ottiene moltiplicando il roggio ^ per ; c l' or- 

dinata del centro di curvatura sarà espressa da 


6» — a» 


b* 


Simil- 


mente per r ascissa del centro di curvatura si trova — — 

a* 


Queste stesse coordinate si sarebbero ottenute ponendo a=|S =7 
nell’ esempio 7 dell’ art. 236. 

O altrimenti : il centro del cerchio circoscritto ad un trian- 
golo è il punto d’ incontro delle perpendicolari ai lati elevati dai 
punti medii : quando il triangolo si riduce a tre punti consecutivi 
della curva due lati sono tangenti consecutive alla curva , c le per- 
pendicolari a questi lati saranno le corrispondenti normali ; il centro 
dunque di curvatura di una curva è il punto d'incontro di due 
normali consecutive. Cosi se poniamo o;'=j;"=X , y'=y''=Y nel- 
1 esempio 4 dell art. 185 avremo per le coordinate del centro di 
curvatura l’ espressioni trovate precedentemente. 
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250 . Trovare le coordinate del ceturo di curvatwa della para- 
bola. 


La proiezione del raggio sull* asse delle x si trova , come nel- 
r art. precedente , moltiplicando il raggio di curvatura per 
y' _ y* . 

N seii* 9 

Sottraendo questo prodotto da y' , si à per 1* ordinata del centro 
di curvatura 


Y= 


y' 

tang* s~ p* 


( art. 


gf7). 


Similmente per l’ascissa si à 


-X + 


2sen*(l 


zx’- 


P±^ 


Gli stessi valori si possono anche deduire daU’esemp. 9 del- 
l’art. 232. 

251. V evoluta di una curva è il luogo dei centri di curvatura 
dei suoi diversi punti. 

Se si vuole l'evoluta di una conica centrale si esprimeranno 
le coordinate x' , y' in funzione di X ed Y coordinate del centro 
di curvatura , e sostituendole nell* equazione della conica si avrà 


tt • 



( ponendo per semplicità — =A» 

Similmente si è per l' evoluta della parabola I' equaiione 
27py*=16(x— ;p)* , 

che rappresenta una curva che chiamasi parabola seinicubica. 
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CAPITOLO XV. 

BELLA N0TA230.XE ABBREVIATA. 

252. Nell’ art. 15 abbiamo dimostrato che per determinare le 
coordinate dei punti comuni a due curve del grado tn">° ed n’"® si 
perviene ad un’ equazione del grado mn”" ; e siccome un’ equazione 
del grado mi»”*® à mn radici reali o immaginarie , cosi conchiu- 
diamo , come nell’ articolo 69 , che una curva del grado tn’"® taglia 
sempre un’ altra curva del grado n’"" in mn punti reali o imma- 
ginarli. Dunque due coniche S=0 , S'=0 si tagliano sempre in 
quattro punti reali o immaginarii , ed S+iS'=0 (art, 56) è l’e- 
quazione di una conica che passa pei quattro punti d’ intersezione. 

253. Se una delle equazioni S=0 , S'=0 , o tutte e due sono 
risolubili in fattori l’equazione S-l-/rS'=0 non lascerà di rappre- 
sentare una conica, lo fatti sia S'=0 il prodotto della retta ct,p ; 
r equazione S -l- ka^=0 , che è verificata dalle coordinate dei punti 
nei quali le rette a,fi incontrano la curva S=0 , rappresenterà una 
conica che passa per gli anzidetti punti ; ossia sarà l' equazione di 
una conica che avrà le rette a, e ^ per corde comuni con S=0. 
Se una delle rette a, ^ non incontra la curva S=0 , dovrà con- 
siderarsi come una corda comune immaginaria, e conserverà molte 
importanti proprietà relativamente alle due curve , come si è ve- 
duto pel cerchio (art. IH). 

Se tutte e due l’ equazioni S=0 , S'=0 sono risolubili in fat- 
tori l’equazione oy-f-AfJ=0 rappresenta una conica circoscritta al 
quadrilatero come abbiamo veduto nell’ art. 103. 

In tutto ciò che precede non è necessario che le rette «, p, eco. 
siano della forma a:cosa-t-ysena=p; poiché è chiaro che l’equa- 
zione S-l-LM=0 (art. 32) rappresenta una conica che passa pei 
punti nei quali le rette L, M tagliano la curva S=0. 

Estmp. 4. Trovare l’ equazione di una conica che passa pei punti 
nei quali la conica data S=0 incontra gli assi. 

Essendo ar=0,y=0 le corde d’ intersezione, l’equazione della conica 
cercata sarà S-t-àaT^=0, in cui ft è un coefficiente indeterminato ( reg- 
gati iitmp. 4. art, 4S4 ]. 
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E$emp. 2. Trovare 1’ equazione della conica che passa per cinque 
punti. 

Dopo aver trovate l’ equazioni », ?, r, S dei lati del quadrilatero 
formato da quattro dei punti dati l’ equazione cercata avrà la forma 
a}'=Ar^ , nella quale sostituendo le coordinate del quinto punto dato 
si determinerà il coeOìciente k. 

Esemp. 3. Trovare l’ equazione della conica che passa pei punti 
(1,2), (3.5), (-1,4), (-3,-1), (-4, 3) 

Formando il quadrilatero coi primi quattro punti , l’ equazione della 
conica circoscritta sarà 

{3x — 2y+l)(oj;— 2jH-13)=à(a; — 4y-M7](3a: — 4y-t-5). 

Sostituendo in questa le coordinate — 4,3 del quinto punto si à 
221 

k = — — • Ponendo questo valore nell’ equazione precedente e riducendo 

si à per r equazione cercata 

79x»— 320a^+30li/*+1101iC- 1663jH-1586=0. 

254. Abbiamo veduto precedentemente che I’ equazione 
S ■+■ ka^=0 rappresenta una conica che passa pe’ quattro punti 
( fiU’ ) t» cui le rette «,j3 tagliano la curva S=0 : ed 
ò chiaro che quanto più vicine tra loro sono le rette tanto più 
vicini saranno i punti P, p ; Q, q. Quindi se queste rette si suppongo- 
no coincidenti i punti P c p , Q e q coincideranno essi pure e 
('equazione S-t-fc«*=0 rappresenterà una conica che à un doppio 
contano coir altra S=0 , essendo « la corda di contatto. Cosi pure 
l'equazione a7-f-Ai3*=0 rappresenta una conica nella quale « c •/ 
sono due tangenti , e j3 la corda di contatto, come nell' art. 104. 

Similmente l' equazione S-t-L*=0 rappresenta una conica avente 
un doppio contatto con S=0 , essendo L la corda di contatto ; e 
r equazione LN=M* rappresenta una conica che à per tangenti 
L ed N , e per corda di contatto M. 

Se la corda « è tangente ad S i due punti P e Q coincidono 
e la conica S ■+■ fc«’=0 à quattro punti coincidenti comuni con S, 
e perciò avrà con essa un contatto di 3.® ordine. Cosi p. e. ab- 
biamo veduto ( art. ) che l’ equazioni di due coniche aventi un 
contatto di 3.* ordine in un punto dell’ asse delle x sono della forma 
S=0 , S-t-fcq*=0. 

255. Tutto ciò che abbiamo detto negli articoli precedenti va 
soggetto ad importanti modiQcazioni quando alcuna delle rette «, 
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,3, V. ^ si suppone ad una (iistanza intinita. Nell' art. (>i abbiamo 
dimostrato clic quando una retta è posta ad una distanza infinita 
la sua equazione si riduce al termine costante ; quindi se nelle 
equazioni precedenti supponiamo costante una delle quantità 
r equazioni apparterranno al caso in cui una delle rette anzidetto 
à posta ad una distanza infinita. Cosi poiché le rette L,N toccano 
la conica LN=M* nei punti nei quali queste rette incontrano la M, 
se supponiamo M costante ed uguale ad m la conica LN=m* sarà 
toccata all' infinito dalle rette L,N ; ossia le rette L,N saranno 
asintoti della conica. Se L ed N si suppongono gli assi si avrà la 
nota forma delf equazione della conica riferita agli asintoti cioè 
xy=m* (ari. 204). 

Similmente l’ equazione iN=M* , nella quale l è una quantità 
costante, rappresenta una conica che à i>er tangente N c per asin- 
toto la retta l posta ad una distanza infinita. In questa u<|uuzionc 
i termini contenenti le più alte potenze delle variabili formano il 
({uadrato M* , quindi la conica in esame è una parabola. Reci- 
procamente la parabola à una langenle po.^la a disianza infinila. 
In fatto, per quello che abbiamo detto nell' art. 136, f equaziotie 
che determina ì due punti della parabola posti all’ infinito è un 
quadrato esatto , quindi i due punti predetti saranno coincidenti . 
e perciò la retta che gli congiunge sarà una tangente all' infinito. 
Così la nota forma p.r=y* dell’ eijuazione, della parabola esprime 
che p è un asintoto posto all’ infinito , che la retta r ò tangente, 
c la y è la congiungente i loro punti di contatto. 

266. Nello stesso modo si deduce dall’ art. 253 che f equa- 
zioni S = 0, S-t-iM=0, essendo 1 una quantità costante, rap- 
presentano due coniche che si tagliano in due punti nei quali la 
retta M taglia una di esse , ed in due altri punti posti a distanza 
infinita in cui la retta l taglia una di esse. Ora è chiaro che in 
(jueste equazioni i coefficienti di x'.xy.y* sono gli stessi ; perciò 
rappresentano due coniche simili e similmente poste. Dunque due 
coniche simili e similmenle posle possono lagliarsi sollanlo in due 
punii posli a disianza fìnila perchè esse lagliansi pure in due al- 
tri punti reali , coincidenti, o imtnaginarii, posli a distanza infinita. 

257. La stessJi verità può anco dimostrarsi geometricamente 
nel seguente modo. 

Geom. Anal. 27 
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Primo. Se le conidie sono iperboli. Poicliè gli asinloli delle 
iperboli simili c similmente poste sono paralleli [art. 244) o, che 
è lo stesso , s' incontrano oli' infinito ; c ciascun asintoto taglia la 
curva all' infinito ; si conchiude che le iperboli simili c similmente 
poste s' intersecano in due punti posti all' infinito , che sono quelli 
nei quali ciascuna è tagliato dai suoi asintoti ( Nella fig. 79 si ve- 
de ( he le due iperboli tendono ad intersecarsi nei due punti posti 
all' infinito nei quali le OX ed 0¥ tagliano ox,oy). 

Secondo.^ Se le coniche sono ellissi. Siccome le ellissi diOèri- 
scoiio dalle iperboli solo perchè anno gli asintoti immaginarli, cosi 
i punti posti all' infinito di due ellissi simili e similmente poeti 
sono determinati dalla stessa equazione ( Ax*-|-Rrjf -t- ) 

( art. 434 , e 240 ). Or quantunque le radici di questa equozione, 
nel caso delle ellissi , sono immaginario , pure sono le stesse per 
tutte le ellissi simili e similmente poste. Quindi conchiudiamo che 
d\ie ellissi simili e similmente poste si tagliano in due punti im- 
maginarii posti a distanza infinita. 

Terso. Se le coniche sono parabole. Poiché ogni parabola k 
una tangente posta a distanza infinita parallela ai diametri , sarà 
la stessa per tutte le parabole simili e similmente poste. Quindi due 
parabole simili e similmente poste si tagliano in due punti coinci- 
denti posti all' infinito , ossia si toccano all’ infinito. 

2(S8. Si può similmente dedurre dall' art. 254 che l' equazione 
S-hl‘=0 , in cui { si suppone una quantità costante rappresenta 
una conica tangente la conica S in due punti posti a distanza in- 
finita. Or poiché le due coniche in esame difi'eriscono pel termi- 
ne costante , c le coordinate del centro sono indipendenti dal ter- 
mine noto ( ari. 438 ) , cosi le coniche predette avranno lo stesso 
centro , e saranno anche simili perchè i primi tre termini sono 
gli stessi in tutte e due. Dunque due coniche simili e eoncentri- 
ek* si debbono riguardare come due coniche che si toccano in due 
punti posti a distanza infitta. Il che per altro è chiaro per quello 
che abbiamo detto nell’ articolo precedente , cioè che le nostre 
coniche s' incontrano all’ infinito ; e siccome ànno gli stessi asin- 
toti reali o immaginarii, avranno anche le stesse tangenti nei punti 
d’ Incontro. 

Se le coniche sono due panibule , siccome ànno una tangente 
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comune posta a distanza iiiriiiita , per l ari. 254, le cunirlie S 
ed S4-(* avranno iin contatto di 3.“ ordine all' iulìnito. Inoltre 
due parabole le cui equazioni difTerisrono solo pel termine costante 
sono uguali tra loro : in fatti le parabole y*—px, ed y’=p(x-i-H) 
sono evidentemente uguali , o se l'origine si trasporta in un altro 
punto r equazioni differiranno sempre pel termine costante : c per 
r art. 213 l’ espressione del parametro di una parabola è indipen- 
dente dal termine noto. Cosi le due parabole S ed S-f-/* sono 
uguali e simili e si conchiude che due parabole uguali , e simil- 
tnente disposte possono considerarsi come aventi un contatto di J." 
ordine all'infinito. 

259. Poiché tutti i cerchi sono curve simili si deduce come 
caso particolare dei precedenti che tutti i cerchi passano per due 
punti immaginarii posti a distanza infinita ; e che i cerchi conceis- 
trici si toccano tra loro in due punti immaginarii posti all' infinito. 
Da ciò si vede perchè due cerchi non si possano tagliare in più 
di (Jue punti posti a distanza finita ; e perchè due cerchi concen- 
trici non si possono tagliare in alcun punto posto a distanza fini- 
ta ; tuttocchè due curve di 2.° grado s' incontrano generalmente 
in quattro punti. Si deduce anche che i teoremi stabiliti negli ar- 
ticoli 110 e seguenti relativi ai cerchi che passano per i medesi- 
mi due punti sono casi particolari di teoremi generali sulle coniche 
che passano per gli stessi quattro punti. 

260. Passiamo a notare alcune conseguenze che si deducono 
immediatamente traducendo l' eq lazioni precedenti mediante l' ar- 
ticolo 27. L’ equazione oy = fcp* esprime che il prodotto delle per- 
pendicolari abbassate da un punto qualunque di una conica su due 
tangenti i in rapporto costante col quadrato della perpendicolare 
abbassata sulla corda di contatto. 

Similmente^ l’ equazione esprime che il prodotto delle 

perpendicolari abbassate da m punto qualunque di una conica sopra 
due lati opposti di un quadrilatero inscritto serba un rapporto co- 
stante al prodotto delle perpendicolari abbassate sugli altri due lati, 

Da questa proprietà si può dedurre che il rapporto anarma- 
nico di un fascio i cut lati passano per quattro punti dati di una 
conica , ed il cui vertice è un punto variabile della medesima , è 
costante. 
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In fallo si à per espressioni delle perpendicolari ( fig. 80 ) 

OA OB seu.VOB OC OD senCOD 

. /— . ecc... 

e sosliUiendo questi valori nell' equazione ay=Kp^ , e togliendo 
dai due membri il fattore comune OA-OB-OC*OD si avrà » 

sen AOBXsenCOD ^ AB-CD 

seti BOC X sen AOD BC • AD 

nella quale il secondo membro è costante ed il primo è il rap- 
porto anarmonico del fascio OA, OB, OC, OD. Dunque ecc. 

Le consopuenze di questo teorema sono sì numerose ed im- 
portanti , che impiegheremo un articolo del capitolo seguente a 
svilupparle ampiamente. 

201. Se S=0 è r equazione di un cerchio, S sarà il qua- 
drato della tangente condotta dal punto xy al cerchio ( ari. 88). 
Quindi l’equazione S — della conica che à per corde comuni 

col cerchio « e P , esprime che il luogo di un punto tale che il 
quadrato della tangente rmulotta da questo punto ad un cerchio dato 
è in un rapporto rostante col prodotto delle sue distanze da due 
rette date , è una conica che passa pei quattro punti nei quali le 
rette date tagliano il cerchio. 

Questo teorema ù sempre luogo , qualunque sia la grandezza 
del cerchio , e la realtà o non realtà dei punti comuni al cerchio 
ed alle rette date. Cos'i p. e. so il cerchio è infinitamente piccolo, 
il luogo di un punto tale che il quadralo della sua distanza da un 
punto dato serba un rapporto eostante col prodotto delle sue distan- 
ze da due rette date , è una conica. Le rette date in questo caso 
possono riguardarsi come corde immaginarie comuni alla conica ed 
al cerchio infinitamente piccolo il cui centro è il punto dato. 

262. Delle analoghe conseguenze si possono dedurre dalla 
equazione S — ka* = 0, in cui S è un cerchio. Ck)sl il luogo di 
un punto tale che la tangente condotta da questo punto ad un cer- 
chio dato serba un rapporto costante alla sua distanza da una retta 
data è una conica tangente al cerchio nei punti nei quali la retta 
data lo incontra : Ueciprocamente se un cerchio à un doppio con- 
tatto con tUM conica la tangente condotta al cerchio da un punto 
qualunque della conica serba un rapporto costante alla perpendico- 
lare abbassala da questo punto sulla corda di contatto. 
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Nel caso particolare in cui il cerchio è iiiGnitameiite piccolo 
si à la proprietà fondamentale del fuoco e della direttrice , e si 
conchiude che il fuoco di una conica può esser consideralo come 
un cerchio infinitamente piccolo tangente la conica in due punti im- 
maginarii posti sulla direttrice. 

263. In generale : se neW equazione di una conica jì sostitui- 
scono le coordinate di un punto qualunque , il risultalo sarà pro- 
porzionale al rettangolo dei segmenti della corda condotta da questo 
punto parallelamente ad una retta data (*). 

Poiché per l’ articolo 151 questo rettangolo sarà espresso da 

r 

Acos*fl-|-Bsen9co8 9+Csen*9 ’ 

iti cui come nell’ art. 129 il polinomio F' è ciò che si ottiene so- 
stituendo nell’ equazione della conica le coordinate del punto ; se 
dunque si suppone l’angolo 9 costante il rettangolo predetto sarà 
proporzionale ad F'. Cosi i teoremi precedenti possono estendersi 
al caso in cui S rappresenta una conica qualunque. Per esem. Se 
due coniche anno un doppio contatto , il quadralo della perpendi- 
colare abbassala da un punto qualunque di una sulla corda di con- 
tatto serba un costante rapporto al rettangolo dei segmenti di questa 
perpendicolare prodotti dall' altra conica. O più generalmente : Se 
una retta parallela ad una retta data taglia due coniche nei punti 
Q* P> q, e si prende su di essa m» punto O talché il rettan- 
golo OP-OQ serbi air altro Op*0^f un rapporto costante il luogo 
del punto O sarà una conica che passa pei punti (f intersezione 
delle coniche proposte. 

264. Se due coniche anno cìoscuìm un doppio contatto con 
una terza conica , le corde di contatto ed una coppia delle corde 
tf intersezione comune passeranno per lo stesso punto e costituiranno 
un fascio armonico. 

Sia S la terza conica , ed S-|-L''=0 , S-f-M*=0 , le altre 
due. Sottraendo queste ultime equazioni si à per equazione delle 
corde d’ intersezione L* — M'=0 , le quali saranno rispettivamente 
L-+-M-=0 , L — M=0 ; e per 1’ art. ìj.'i passano pel punto d’ inter- 
sezione delle corde L ed M , e tutti insieme costituiranno un fascio 
armonico. 

(*) Ciò è anche vero per le curve di grado qualunque. 
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È importante pei giovani abituarsi a dedurre i teoremi parli' 
colari compresi in un enunciato generale : cosi il teorema in esame 
à luogo , e si dimostra similmente , quando la conica S si riduce 
a due rette ; donde il teorema particolare , le corde di coniano di 
due coniche con le loro langenli comuni pasfano pel punto d inter- 
sezione delle corde comuni. Similmente : se S è una corda qualun- 
i|ue , ed S-f-L* , S^-M* si riducono a due rette , queste ultime 
formeranno un quadrilatero circoscritto , le cordo d' intersezione 
tL* — M*) ne saranno le diagonali , e le corde di contatto (L ed M) 
le diagonali del quadrilatero inscritto che à per vertici 1 punti di 
contatto. Dunque : le diagonali di ogni quadrilatero inscritto , e 
quelle del corrispondente circoscritto passano per lo stesso punto e 
costituiscono un fascio armonico. 

Il teorema principale che abbiamo dimostrato in quest’articolo 
può anche enunciarsi cosi : Se una conica passa per due punti dati 
ed à un doppio contatto con un' altra conica data , la corda di con- 
tano passerà per un punto determinalo. Poiché supponendo fìssa la 
conica S+L*=0 che passa per due punti dati, l' intersezione delle 
sue corde di contatto (L) con la congiungente i due punti dati , 
determina un punto pel quale , come abbiamo veduto , passerà ogni 
altra corda di contatto. 

Similmente ; Date due tangenti e due punti di una conica , 
la corda di contano passerà per un punto determincno posto sulla 
congiungenle i due punti dati. 

265. Se tre coniche anno ciascuna un doppio contatto con una 
quarta le sei corde tf intersezione passeranno tre a tre pei mede- 
simi punti ; c costituiranno i lati e le diagonali di un quadrilatero. 

Siano 

S-i-L''=0 , S-l-M*=0 , S+N»=0 
le tre coniche che ànno un doppio contatto con S : le corde d’ in- 
tersezione prese tre a tre daranno il quadro 

L— M=0 , M— N=0 , N— L=0 
L-hM= 0 , M-4-N=0 , N— L=0 
L-4-M=0 . M-N=0 , N+L=0 
l^M-0 , M-t-N=0 , N+L=0 
dal «innic si deduce il teorema enunciato. 
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Possiamo , come nell’ articolo precedente , dedurre alcuni teo- 
remi particolari , supponendo che una o più ddle coniche si ri- 
ducono a linee rette. 

Cosi se la conica S si riduce a due rette queste saranno due 
tangenti comuni alle coniche S-+-M* , S-t-N» ; e se L dinota una 
retta qualunque che passa per l’ intersezione di queste tangenti la 
conica S-f-L* si riduce anch' essa a due rette qualunque che passano 
pel punto comune alle tangenti. Dunque : Se pel punto cT interse- 
zione delle tangenti comuni a due coniche si conducono due rette qua- 
lunque , le corde di ciascuna conica che congiunge l' estremità di 
queste rette si taglieranno sopra una delle corde comuni alle coni- 
che : il qual teorema è più generale di quello dell' art. 121. Come 
pure : le tangenti condotte all' estremità di ciascuna di queste rette 
si taglieranno sopra una delle corde comuni. 

266. Se le tre coniche S-l-L*, S-f-M*, S-f-N* si riducono 
ciascuna a due rette , formeranno un esagono circoscritto ad S ; 
le corde comuni saranno le diagonali dell’ esagono , ed il teorema 
dell’ articolo precedente si riduce a quello di Brianchon , cioè in 
ogni esagono circoscritto ad una conica le tre diagonali opposte 
s' incontrano in un punto. 

Se i lati consecutivi dell' esagono si dinotano coi numeri 
1,2, 3, 4, 5, 6, intendiamo per diagonali opposte le congiungenti 
i vertici (1,2) (4,3); (2.3; (8,6); (3,4) (6,1); e cangiando l’ or- 
dine dei lati , possiamo considerare eh’ essi costituiscano sei esa- 
goni differenti per « iascun dei quali à luogo il presente teorema. 

Supponendo che due lati dell’esagono sono indeflnitaroente vi- 
cini si deduce per mezzo del teorema precedente una semplicissi- 
ma costruzione pel problema : date cinque tangenti trovare i punti 
di contatto di ciascuna tangente t poiché ogni tangente verrà in- 
tersecata dalla tangente contigua nel punto di contatto {art. 4à2). 

267. Se tre coniche ànno una corda comune le altre tre corde 
passeranno per lo stesso punte. 

Sia S=0 l' equazione di una conica , ed L=.0 quella della cor^ 
da comune ; l’ equazioni delle altre due coniche avranno la forma 
S-)-LM=:0, S-+-LN=0 

e le intersezioni saranno determinate dall’ equazione L (M-— N)=0: 
ma la retta M— N passa pel punto d’incontro delle rette M.N; 
dunque ecc. 
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Questo teorema è più generale di quello dell' articolo 113 , 
cioè che gli assi radicali di tre cerchi si tagliano in un punto : 
poiché i cerchi anno una corda comune ( posta a distanza infìni- 
ta ) , c gli ossi radicali sono le altre corde comuni.' 

' Il teorema dell' articolo 265 può anche riguardarsi come più 
generale di quello del presente articolo ; e tre coniche aventi cia- 
scuna un doppio contatto con una quarta possono esser conside- 
rate come aventi quattro centri radicali , per ciascun dei quali 
passano tre delle corde Comuni. 

Il teorema del presente articolo può anche enunciarsi cosi : 
se sono dati quattro ptmii di una conica , la corda comune con 
una conica data che passa per due dei punti dati , passerà costan- 
temente per un punto. 

Si possono dal teorema esposto in quest’ articolo dedurre molti 
teoremi particolari supponendo che una o. più delle coniche si ri- 
ducono a due rette. Cosi p. e, se una delle coniche si riduce alle 
rette OA , OB (fig. 81) si a il teorema : se per uno dei punti di 
incontro di due coniche si conduce una retta qualunque la quale 
incontri le coniche nei punti P , p ; e per un altro punto d' inter- 
sezione un' altra retta che tagli le coniche nei punti Q , q , le con- 
ginngenti PQ , pq si taglieranno sopra CD corda comune. 

Supponendo inoltre che i punti A e B divengono coincidenti 
le due coniche si toccheranno in A e si deduce che se due rette 
condotte pel punto di contatto di due coniche tagliano le curve nei 
punti P , p , Q » q le congiungenti PQ , pq si taglieranno sidla corda 
comune. 

Questo teorema è un caso particolare di quello dell’ art. 265, 
poiché una delle intersezioni delle tangenti comuni a due coniche 
che si toccano si riduce al punto di contatto. 

268. L'equazione di una conica circoscritta ad un quadrila- 
tero («7=fri3o') si presta per la dimostrazione del teorema di Pa- 
scal , cioè che t tre punti d incontro dei lati opposti di un esago- 
no inscritto in una conica sono in linea retta. 

Siano a,b,c,d,e,f, i vertici, ed aè=0,5c=0,c(i=0, ecc. 
siano r equazioni delle congiungenti i punti a, 6; b , c ; c, d; ecc. 
E poiché la conica è circoscritta al quadrilatero abed, la sua equa- 
zione avrà la forma 

ab’Cd — bc-ad=0 
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sìniiimciilo per essere cirfoscritla al i(Uiulriliilcro defa la sua equa- 
2 Ìonc avrà pure la formu 

de- fa — ef-ad=0. 

Dall’ identità di queste due forme si deduce 
ab-rd — de-fa~ad{br — efj , 

e perciò il primo membro di (piesU eipiazione , che per la sua 
forma rappresenta una (ip;ura circoscritta al quadrilatero formato 
dalle rette ab,de,cd,af, dovrà essere solubile in due faltori , 
clic rappresenteranno le diagonali di questo quadrilatero. E sic- 
come ad è la diagonale che congiungc i vertici o ed, l’ altro fat- 
tore bc — ef dovrà essere l’ altra che congiungc i vertici {ah , de), 
{rd , af) : e poiché per la sua forma rappresenta una retta che 
passa pel punto {bc , ef' si conchiude che questi tre punti sono in 
linea retta. Nel^seguenlc capitolo daremo un’altra dimoslraziotic 
di questo importante teorema. 

Supponendo due vertici dell’ esagono indeflnitameute vicini si 
à la soluzione del problema dati cinque punii di ima conica con- 
durre la tangente in uno di questi. 

269. Possiamo , come pel teorema di Brianebon , dedurre 
varii teoremi differenti relativi ai sei punti , secondo il diverso 
ordine nel quale si prendono. Così , poiché la conica è cirr oscrilta 
al • quadriintero hcef la sua equazione avrà la forma 
br-cf — bc-cf=0 ; 

idenlilicando questa formu alla prima di quelle dell’ articolo pre- 
cedente si à 

ab-cd — be- cf ~{ad — ef ) bc ; 

dalla quale si deduce che i tre punti {ab, cf) , [cd, be) , {ad, ef) sono 
sulla retta ad — ef=0. 

Similmente dall’ essere identiche la seconda e la terza dello 
forme predette si deduce che i Ire punti de,ef , {af,be) , {ad,bn, 
sono sulla retta bc — ad=0. 

Ma le tre rette 

bc — ef=0 , ef — ad=0 , ad — 6c=0 
si tagliano in un punto ; ([uindi si conchiude come Steiner che le 
tre rette di Pascal , che si ottengono prendendo i vertici negli or- 
dini ttbcdef , adefeb , afebed , si tagliano in un punto. 

Per un maggiore sviluppo si vegga. la nota posta in tìiic dL'l 
volume. 

Gcoì». .Inai. 28 




Digitized by Google 


( ) 


UEI.I.F. CUORDI^ATE 1RII TVEARI. 

270. Abbiamo dimostralo ( ari. <U ) elio prendendo (re rette 
di relazione «,?,'/ I equazione di una retta qualunque avrà la forma 

A«+BS+C7=0. 

Similmente possiamo dimostrare rhe l'equazione di una conica 
qualunque può ricevere la forma 

A«*-t-B«t9-i-f |3* + U«-/-l-E|3y -t-F7*=0; 
poiché questa equazione è di 2." jzrado ; e siccome contiene cinque 
costanti indipendenti possiamo determinare queste costanti talché 
la curva eh’ essa rappresenta passi per cinque punti dati , e perciò 
coincide con una conica qualunque proposta. In breve . poiché l' e- 
quazione precedente contiene cini|ue costanti come l'equazione 
Ajr*4-BJ5iH-Cy*4-lXa:-t-Ey-t-F=0 , 
essa é propria a rappresentare qualunque conica particolare. 

In generale , qualunque sia il grado di una curva , è sempre 
possibile rappresentarla per mezzo di una funzione omogenea delle 
quantità », fi, 7; potendosi facilmente dimostrare che il numero dei 
termini di un' equazione completa del grado tra le variabili x.y 
é lo stesso che quello dell’ equazione omogenea del grado tra 
le variabili », fi, 7. 

271. Se ( come nell’ art. 6G ) rendiamo omogenea l’equazione 
Cartesiana introducendo I’ unità lineare r porremo iu evidenza 
r identità delle forme 

A«*+Bo^-+-Cp*+D«v+E|37+F7*=0 • 
Aj*+BJTt-l-Cy*-t-Drx-f-Ery-t-Fr*=0 ; 
potendosi dedurre la seconda dalla prima se due delle rette di rela- 
zione p. e. « , p si prendono per assi delle coordinate Cartesiane, 
e la terza 7 si suppone posta ad una distanza infìnita e rappre- 
sentata dalla costante r. 

É importante non perder di mira l' analogia che passa tra 
queste due forme. Se p. e. poniamo 7=0 nella equazione , il ri- 
suTtalo A«*-l-BaS-t-r^’=0 è l’equazione delle rette che congiun- 
gono il punto {afi) coi punti nei quali 7 taglia la curva. Simil- 
mente se poniamo r=0 nella seconda equazione il risultato 
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Aa:*-+-Bxj^+Cy*=0 è l’ uqiuzione delle retlc che coiigiuiigono l’ ori- 
gine (j:y) coi punti nei quali la retta all' infinito taglia la curva 
{art. 434). 

Applicando all’ equazione 

(Aa’+B«,9-|-Cl3*)-t-v(D«-l-E^-t-tY;=0 
il ragionamento dell' art. 36 si conchiuderà che la curva eh' essa 
rappresenta passa non solo pei punti nei quali la retta y incon- 
tra le due Aa’-t-Ba|9-i-CP* ; ma anche pei punti nei quali la retta 
D«-hE|3-(-F7 incontra le rette predette. Quest’ ultima equazione rap- 
presenterà dunque il quarto lato di un quadrilatero inscritto nella 
conica del quale gli altri tre lati sono la retta 7 c le congiungenti 
del punto (a?) coi punti nei quali 7 taglia la curva. Similmente 
Da:-)-EiH-F=0 è l’ equazione di una retta che congiunge i due 
punti posti a distanza finita nei quali la curva è tagliata dalle rette 
condotte dall’ origine per incontrare la curva all’ infinito. 

In generale l’ equazione di una curva di grado qualunque può 
mettersi sotto la forma 

u.-+-u._,z-+.w^.s»-H =0 , 

nella quale , u»_, , u^. . . dinotano i termini del grado n»"’ , 
n — 1™ , n — 2"'®, ecc. Ora per ottenere i punti nei quali la retta 
posta a distanza infinita taglia la curva , basterà fare z=0 , e 
r equazione diverrà u„=0. Dunque per avere le direzioni dei punti 
posti all’ infinito di una curva qualunque si uguaglieranno a zero 
i termini contenenti le variabili al massimo grado. 

Inoltre si sa ( art. 436 ) che ponendo À=0 nell’ equazione 
di 2.° grado l’ asse delle x taglierà la curva in un punto posto a 
distanza infinita; il che si deduce pure ponendo y=0 nell’ equa- 
zione che diviene 

Drn-Fa*=0 

e perciò l’ asse delie x taglia la curva non solo in un punto posto 
a distanza finita in cui la cuna è tagliata dalla retta Dr-t-F, ma 
anche nel punto posto a distanza infinita in cui è tagliata da 

Similmente ponendo A=0 e D=0 i punti nei quali l' assi- 
taglia la curva sono dati dall'equazione Fz*=0 ; il che prova che 
r asse taglia la curva in due punti coincidenti posti a distanza infi- 
nita , ossia che è un asintoto. 
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272. Ouniiiciaiiio linir aiiplicarc il metodo delle coordinale 
trilincari all' equazione di una conica riferita a due tangenti ed 
alla corda di contatto ; vale a dire all’ equazione LM=R* {art. 254) ; 
ed in prima cercheremo di esprimere l'cquaziorie di una retta 
qualunque per mezzo di L, M, R. 

Possiamo esprimere la posizione di un punto qualunque della 
curva con una sola variabile ( art. 234 ) : poiché se pL=R esprime 
r equazione della congiungcnte un punto qualunque della curva 
con (LR) , r equazione della curva darà M=f‘R, c ;**L=M che sa- 
ranno le congiungenli lo stesso punto rispettivamente cogli altri 
(MR), (LM). Quindi due qualunque di queste equazioni seniranno 
a determinare un punto qualunque della curva. Chiameremo questo 
punto il punto 

Possiamo , come nell' articolo 39 , trovare l’ equazione della 
congiungcnte i punii i*' della curva , e si ottiene * 
ftii'L — ((H-ji'jR-i-M=0 , 

equazione la quale è verilicata da ciascuna delle supposizioni 
>L=R , pU=M) , ((*'L=R , (*'R=3Ii. 

Se i punti e coincidono si à l' equazione della tangente, 

cioè 

(i*L — 2fiR-l-M = 0. 

Reciprocamente , se 1" equazione di una retta 
tf'L— 2 uR4-M=0) 

contiene una indeterminata al secondo grado la retta sarà tan- 
gente la conica (LM=R") 

273. Dati quattro punti di una conica , il rapporto anarmo- 
nico del fascio che si ottiene congiungendo questi punti con un 
quinto punto qualunque della curva sarà costante. 

Le rette che congiungono i quattro (x', col quinto punto 
(* sono . 

R)-*-(M— f*R)=0 . R)-h(M— fxR)=0 . 

(x'"(pL— R)-f- i;M— pR)=0 , R)-p-,M— ( ìlR:=0 , 

ed il rapporto anarmonico di queste rette è ( art. 55) 

c perciò indipcmleiitc dal punto f<.. 
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Per brevità useremo l’ espressione , rapporto amrmonico di 
quattro punti di una conica , per dinotare il rapporto anarmonico 
del fascio che congiunge questi punti con un quinto punto qua- 
lunque della curva. 

274. Quattro tangenti incontrano una quinta tangente qua- 
lunque in punti il cui rapporto anarmonico è costante. 

Siano fi', f»", fi" i punti di contatto delle prime quattro 
tangenti , e fi quello della quinta : il rapporto anarmonico cercalo 
è lo stesso di quello del fascio che congiunge i quattro punti d'in- 
contro col punto (LM). Or se si elimina R tra le equazioni di due 
tangenti qualunque. 

2ftR-|-M=0 , 

(*'L— 2fx'R-l-M=0 , 

r equazione risultante 

Pi/L— M=0 

esprimerà la congiungente il punto (OI) col punto d’ incontro 
delle due tangenti. Quindi il rapporto anarmonico cercato sarà 
quello delle quattro rette 

L— M=0 . fu"L— M=0, 

M=0 , fxu”'L— M=0 , 

che per l’art. 55 è 

{y-'-i." 

e perciò indipendente da y. 

Da questa espressione si deduce pure che il rapporto anarmo- 
nico di quattro tangenti è lo stesso di quello dei loro punti di 
contatto. 

276. Poiché r equazione della congiungente un punto qua- 
lunque con (LM) è si conchiude che i due punti — y 

sono sopra una retta che passa per(LM'. 

L’espressione del rapporto anarmonico dei quattro punti y', 
f*". y" di una conica non si altera se si cangia il sogno di 
ciascuna delle quattro quantità. Dunque : se per un punto qualun- 
que (LM) si conducono quattro rette il rapporto anarmonico dei 
quattro punti l^',y",y"', y" nei quali queste rette tagliano la conica, 
è uguale al rapporto anarmonico degli altri (pialtro punti (— p' , 
— 1 — y'" , — p”) nei quali le stesse rette tagliano la curva. 
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L’ equazione di una conica sotto la forma Onora adoperata si 
presta agevolmente per la ricerca delie proprietà di due cooicbe, 
relativamente al punto d' incontro delle tangenti comuni : cosi se 
L , ed M sono le tangenti comuni a due coniche , le loro equa- 
zioni saranno 

LM— R*=0 . LM- R'*=0. 

Un punto di una conica si dirà corritpondenl» ad un punto 
di un' altra conica se la retta che li congiunge passa pel punto 
iJtl) intersezione delle tangenti comuni. Ciò avviene se questi 
punti anno la stessa (*, perchè l'equazione (**L — M=0 non con- 
tiene R o R'. Si dirà poi che i punti sono inttrtamenlt corri- 
spondenti se ànno la stessa , ma di segno' contrario. Finalmente 
la corda cungiungente due punti di una conica si dice corrispon- 
dente alla corda che congiungc i punti corrispondenti dell' altra. 

Le corde corrispondenti si tagliano sull' una o suir olirà delle 
corde comuni delle curve. 

Le corde comuni delle coniche LM— R* , LM — R'* sono date 
dall' equazione 

R*— R'*=0 , 

ina le corde corrispondenti 

('.“'L — i'fH-H")R-f-M=0 , 

(*f‘'L— fp-H*',R-l-'M-i-0 , 
si tagliano sulla corda R — R' ; dunque ccc. 

Se le corde sono inversamente corrispondenti si taglieranno 
sulla corda comune R-f-R , come si vede cangiando i segni a yi 
e fi' nella seconda equazione. 

Jl rapporto anarmonico di quattro punti di una conica è ugucUe 
al rapporto anarmonico dei quattro punti corrispondenti dell’altra. 

Questo teorema si deduce imniediatamenle dall' espressione del 
rapporto anarmonico di quattro punti dell' articolo precedente , e 
dall’ osservare che i punti corrispondenti delle due coniche ànno 
Io stesso f». 

276. Trovare l' equazione delta polare di un punto qualunque. 

Sostituendo le coordinate del punto nell’ equazione di una delle 
tangenti che passano per questo punto si abbia l' equazione 
(x’L'— 2(*R'-t-M'=0 : 

or pel punto di contatto si à pure f'*=^ ■ '“~L 
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Quindi le coordinate del punto di contatto verìrictno 1‘ equa- 
zione 

ML'— 2RR'-f-M'L=0 . 
che perciò sarà quella della polare richiesta. 

Se il punto è dato per mezzo delle equazioni ah R=0 

fcR— M=0 ; con Io stesso andamento si troverà per equazione della 
polare abL — 2aR4-M=0. 

277. È chiaro che se è data una relazione qualunque tra le fi 
di due punti possiamo trovare l' inviluppo della congiungente , ossia 
il luogo del ponto d’ incontro delle loro tangenti. Ecco due casi 
semplici che meritano di essere riportati. 

Se è dato il prodotto fifi'=o , l’ incontro delle due tangenti 
sarà sulla retta aL — M=0 ; e ponendo a in luogo di nfi' nell’equa- 
zione della corda che congiunge i punti f», fi' si vede eh’ esso passa 
pel punto («L-|-M,R). In generale la corda che congiunge due punti 
fifi'L— (fi4-fi')R-|-M=0 , 

passerà per un punto determinato se à luogo la condizione 
flfifi' — à(fi-i-fi')-(-c=0 , 

in cui a, b, c sono delle costanti qualunque ; vale a dire se 

, bfx — e 

«(* — b 

Se è dato il rapporto l’ equazione della corda diviene 

A>*L— {1 -hA:)iiR-|-M=0 ; 

Quindi la corda sarà sempre tangente la conica 

4*LM=(l-f-k*)R» 

questa proprietà può esprimersi in forma più simmetrica nel se- 
dente modo. La corda che congiunge i punti fitaiir , /icolf toc- 
cherà sempre la corneo LM sen* 2j>=R* nel punto p. 

Similmente si può dimostrare che: a hiogo del punto d' incontro 
delU tangenti nei punti ptaogr.pcotr iJa conùa LM=R‘sen»2r. 

278. Siccome l’ espressione del rapporto enarmonico di quattro 
punU di ima conica non si altera se si moKipliea ciascuna fi per 
taugr o cotr . si deduce 41 seguente teorema. Se due coniche anno 
un doppio contatto , il rapporto anartnonico di quattro dei punti nei 
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quali quattro taihjenli all' wiia tagliano l’ altra' è uguale a quello 
ilei quattro punti di contatto (’). 

O altrimenle : Se da ciasctmo di quattro punti di una delle 
enniche si conducono due tangenti alC altra , il rapporto anco'mo- 
nico di una serie di punti di contatto è uguale al rapporto anar- 
nwnico dell' altra serie. 

Se nell' espressione del rapporto anarnaoiiico di quattro punti 


poniamo per ciascuna 1’ espressione 


c+dn 


( supponendo a,h,cd 


costanti ) il rapporto anarmonico resterà inalterato , c questa è 
la più generale sostituzione. La corda che congiunge i punti , 


c-hdu 


invilupperà una conica che à un doppio contatto con una 


conica determinata. Infatto l’equazione della corda sarà 


(i(a-HAn)L — [.a4-b(i)-t-|*(od7df‘)]R-t-{<’+‘^.“-)M=0 , 

ovvero 

(àL— dRV+(aL— àR— cR+^>+cM— oR=0 , 

cioè una retta tangente la conica la cui equazione può avere la 
forma . , 

4(àc— m/; I3I— R")+[aL+(à— c)R— dM]’=0 , 

e che perciò à un doppio contatto con la conica data. 

Per mezzo dell' art. 277 si vede che la conica anzidetto si 
riduce ad un punto quando b= — c. 

Dunque : //ale tre curde di una conica AA', BB', CC', /’ i«- 
viluppo di una quarta corda DD' talché il rapporto anarmanico 
di ABCD sia uguale a quello di A' B' C' D' sarà una conica avente 
un doppio contatto colla conica data. 

279. Ecco alcuni esempli di applicazione delle formule prece- 
denti alla ricerca di quistioni relative alla posizione di una retta. 
Non faremo uso di quelle relative alla grandezza delle rette e degli 
angoli , perchè quando entrano questi elementi è più vantaggioso 
r uso delle coordinate rettangolari. 

» 

(*) Questa maggiore generalità del teorema dell’ art. 235 mi è stata 
comunicata dal signor Townsend , il quale vi è pervenuto geometrica- 
mente. 
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Etfmp. 1. Due vertici ili un triangolo circoscritto ad una conica si 
muovono lungo due rette date trovare il luogo del terzo vertice. 

Si prendano per rette di relazione le due tangenti condotte dal ponto 
d' incontro delle rette date e la corda di contatto. L’ equazioni delle rette 
date siano 

aL— M=0 , 6L— M=0, 
la conica veirà espressa da 

LM=R«. 

Nell' art. 277 abbiamo dimostrato che due tangenti le quali si ta- 
gliano sulla retta oL — M debbono avere il prodotto delle loro k uguale 
ad a: quindi se un lato del .triangolo circoscritUo alla conica data è 

tangente nel punto gli altri due lati saranno tangenti nei punti ^ ^ 
e le loro equazioni saranno 

^L-2 “ R-f-M=0 , ^L-2 i R-l-M=0 , 
dalle quali eliminando i* si à pel luogo cercato l' equazione 

che rappresenta una conica avente un doppio contatto colla data , sulla 
retta R. 

Esemp. S. Due lati di un triangolo inscritto in una conica passano 
per due punti dati, trovare l’inviluppo del terzo lato. 

Si prenda la conginngcnte i punti dati per R: l'equazione della co- 
nica sia 

LM=R« , 

e quelle delle congiuugenti i punti dati con (LM) siano 
oL-|-M=0 , 6L-|-M=0. 

Abbiamo dimostrato nell’ art. 277 che le estremità delle corde che 
passano pel punto (aL-|-M,R] ànno il prodotto delle loro li uguale ad a: 
quindi se uno dei vertici del triangolo inscritto è i* , gli altri due sa- 
ranno ~ I ~ j ^ l' equazione dei lato congiungente questi vertici sarà 
oiL— (<H- ì)(*R-|-(**M=0 ; 

la quale rappresenta nna retta che inviluppa la conica 

4ap 

avente un doppio contatto con una conica determinata , sulla congiun- 
gente i punti dati. 

E$emp. .7. Inscrivere in una conica un triangolo i cui lati passino 
per tre punti dati. 

Geom, Anal. 29 
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Puicliò (lue lati passane) per due punti dati, pe^r l'esempio prece- 
diate , il terzo lato avrà per equazione 

flòL— ( oh-&)i*R-|-|ì*M=0 , 

e so questo lato passa pel punto dato cL — R=0 , rfR — M=0 , si avrà 
ab — (o-|-6)(*c-}-|ii*f(/=0 , 
dalla quale si otterrà il valore di n. 

Ora nel punto (z si à s>L=R , |z*L=M ; quindi le coordinate di 
(jucsto punto debbono verificare l’ equazione 

(jAL — ( o-|-A)rR-l-crfM=0 : 

e perciò la quistione ammette due soluzioni , potendosi prendere uno 
qualunque dei punti in cui que sta retta taglia la conica per vertice del 
triangolo cercato. 

La soluzione che abbiamo data tuttocchò sia algebricamente com- 
pleta non lascia però vedere la costruzione geometrica della retta di cui 
si è determinata l’ equazione. I giovani , come esercizio delle formole 
precedenti , si studieranno di verificare la seguente costruzione , che 
noi dimostreremo nel capitolo che segue. » Si costruisca il triangolo i 
» cui lati siano le polari dei punti dati ; si congiunga ciascun punto col 
» vertice opposto del triangolo ; la congiungente i punti nei quali due 
» di queste rette incontrano i lati opposti del triangolo , sarà la retta 
» cercata ». 

I tre punti dati sono 

(oL-f-M,R) , (AL-|-M,R) , (cL — R,filR— M) , 

le tre polari 

ah — M , AL — M , cdL — 2cR+M : 
e le tre congiungenti 

A(a-H‘d)L— 2c(o-|-A)R — (a-t-cd)M=0 , 
n(A-j-cd]L — 2c(a-|-A)R-|-(A+crf)M=0 , 
cdL — M=0. 

Ed inoltre la retta che si vuol costruire passa per l' intersezione 
della 1.* di queste rette con AL — M e della 2.* con oL— M. 

Esemp. 4. Metodo di MocLaurtn per la generazione delle coniche. 
I tre lati di un triangolo passano per tre punti dati , due vertici 
si muovono lungo due rette date , il ter zo vertice descriverà una conica. 

Sia L, M, N il triangolo che à per vert ici i punti dati : le rette 
date siano 

.L-H*M-t-AN=0 (1), 

L-H>'M-t-A'N=0 (2), 

e la base del triangolo 

L=^M (4). 
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Sostituendo questo valore di L nell’ c<iuazionc (1) si k per ecpia- 
zione della congiungente i punti (1,3) ; (M,N) 

((ii-t-a)M+iN=0. 

Similmente la congiungente i punti (2,3) ; (L,N) è 

Eliminando tra queste due equazioni si à per equazione del luogo 
cercato 

a'LM= (oM-f-iN) ( L-l-fc'N ) . 

Dunque il luogo cercato è una conica che passa pei punti 
(L,N);(M,N);(L,1);(M,2). 

Etemp. S. Trovare il luogo del vertice di un triangolo la cui base 
^ tangente una conica data , le estremità della base si muovono lungo 
due tangenti a questa conica , ed i lati passano per due punti dati. 

Siano L, M le tangenti alla conica LM=R*. Il punto d' incontro 
della tangente L con una tangente qualunque (i**L — 2(iiR-t-M) avrà le 
sue coordinate L, R, M rispettivamente proporzionali a 0, l,2i;i : c 
l’equazione della congiungente questo punto col punto dato L'M'R' sa- 
rà ( art, S9 I 

LM'— L'M=2(*(LR'— L'R). 

Similmente , 1’ equazione della congiungente il punto dato L"M"R" 
col punto (2,fi,0) dove la retta M incontra la tangente sarà 
2(RM''— R"M)=(i<LM"— L''M). 

Eliminando ii- tra queste due congiuugenti si à pel luogo cercato 
r equazione 

(LM'— L'M)(LM"— L"M)^t(LR'— L'R)(RM"— R"M) , 
la quale rappresenta una conica che passa pei punti dati. 

Etemp. 6. Trovare il luogo del vertice del triangolo dell’ esempio 
precedente supponendo che 1’ estremità della base si muovono lungo una ^ 
conica qualunque avente doppio contatto con la conica data e che passa 
pei punti dati. ^ 

Siano 

LM— R*=0, LM— =0, 

sen* 2<f 

le due coniche come nell’ enunciato. È chiaro che se una retta à tan- 
gente alla seconda nel punto p. taglierà la prima nei punti piange, 
pcotf ( art. 277): e se p' e p" esprimono i punti dati, 1’ equazioni dei 
Iati saranno 

pp' tangifL — (p'-)-plang(piR-i-M=0 , 
pp" cot (pL — (p’'-t-pcol <())R-}-M=0. 

Eliminando p tra questo equazioni si à pel luogo cercato I' equa- 
zione 

(M— p'R)(p"L- R )= tang* <fi .M-p"R) (p'L-RJ. 
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PROPRIETÀ FOCAI.I. 

280. Passiamo a discutere l’ equazione L*-+-M* — R*=0 che ^ 
di grandissima importanza : e siccome l' equazione LM=R* cì per- 
mette di esprimere la posizione di un punto qualunque della cur>a 
per mezzo di un' indeterminata , porremo 

L=Rcosf, M=Rsenr 

Così ( art. 400, 272 ) l' equazione della congiungente due punti 
qualunque della curva è 

L cos ì {t+f') +M sen J (f 4 - 5 >’)=R cos ^ (?— ?') , 
e quella della tangente in un punto qualunque sarà 
Lcosf-t-Mseny=R. 

281. L equazione — R*=0 rappresenta una conica , 

in cui ciascuna delle rette L, M, R è la polare del punto (T incon- 
tro delle altre due. 

Infatto l'equazione proposta può scriversi sotto una delle tre 
forme 

L*=R«— M*, M*==R*— L*. R*=M*-hL« : 
la prima forma dimostra che le rette R-t-M, R — M, che s' inter- 
secano nel punto RM, sono tangenti, ed L è la corda di contatto; 
quindi il punto RM è il polo di L. Similmente la seconda forma 
esprime che il punto RL è il polo di M- Finalmento la terza di- 
mostra che le rette immaginarie L-fMl/ — 1 , L — , che 
si tagliano nel punto reale LM sono tangenti , e che R è la corda 
^ di contatto : quindi il punto LM sarà polo della retta R. Questo 
ultimo punto è posto dentro la conica perchè le tangenti condotte 
• per esso sono immaginarie. 

Parimenti l' equazione 

rappresenta una conica nella quale il punto è il polo della retta y; 
poiché il primo membro può risolversi in due fattori che rappre- 
sentano due rette che passano pel punto v?. 

282. La più interessante applicazione dell' equazione 

L»-fM*=R* 

è quella di studiare le proprietà del fuoco : poiché se x=0, y=0 
sono due rette condotte pel foco ad angolo retto , c 7=0 è l' equa- 
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zioiie della direltrirc, la conica verrà espressa dall' equazione 

®*H-y*=c*7* 

che è un caso particolare dell' equazione in esame. 

L’ equazione o;*-t-y*=e*v» dimostra che il fuoco (xy) è polo 
della direttrice y , e che la polare di un punto qualunque della 
direttrice è perpendicolare alla retta che lo congiunge col fuoco 
( art. 197) poiché la y che è polare di {xy) è perpendicolare ad x 
che è una retta qualunque condotta pel fuoco. 

La stessa equazione dimostra che le due rette immaginarie 
rappresentate dall' equazione a^-t-y*=0 sono due tangenti condotte 
pel foco. E siccome queste rette sono indipendenti da y , si vede 
che tutte le coniche che anno lo stesso fuoco ammettono due tan- 
genti immaginarie eotiiuni che passano pel foco. Cosi tutte le co- 
niche che ànno due fochi comuni ammettono quattro tangenti im- 
maginarie comuni e possono considerarsi come coniche inscritte 
nel medesimo quadrilatero. Le tangenti immaginarie (a:*-+-i/*=0) 
condotte dal foco sono le stesse che le rette condotte al due punti 
immaginar i all’ inQnito di un cerchio qualunque ( art. 259 ). Si 
à dunque il seguente concetto generale del foco , che spesso torna 
utilissimo, a Per ciascuno dei due punti immaginarii all’ infinito 
» di un cerchio qualunque si conducano due tangenti alla conica ; 
» queste tangenti formeranno un quadrilatero , due vertici del quale 
» sono reali , e sono i fochi della curva ; gli altri due possono 
» anche riguardarsi come fochi immaginarii della curva ». 

283. Le tangenti condotte dal punto (y,a;) alla curvax*-t-y*=:e’y* 
sono evidentemente ey-t-ar* ey — x : e se la curva è una parabola: 
nel qual caso e=l , queste tangenti saranno le bisecanti interna 
ed esterna dell’angolo (yx). Dunque: le tangenti condotte da un 
punto qualunque della direttrice alla parabeda sono perpendicolari 
tra loro. 

In generale , essendo x=cycos y , y=ey sen? , si ù ^ — tang ? 

in cui f esprime l’ angolo che un roggio vettore quahinque fa col- 
l’asse delle x. 

Possiamo dunque trovare l’ inviluppo di una corda che sottende 
un angolo costante nel fuoco ; in fallo la corda 

XCOSÌ(y-t-y )-t-y SCO COS-jlf — f) , 
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siipponeodo f — f costante è sempre tangente la curva 
x*-4-y*=e*7*cos*;(f — ?') , 

clic è una conica avente lo stesso foco , e la stessa direttrice di 
una conica determinata. 

284. La congiungente il foco col punto d' incontro di due 
tangenti si ottiene sottraendo le due equazioni 
atcosv+yseny — «7=0 , 
ascosZ-t-ysen?'— «7=0 , 
c perciò verrà espressa da 

X sen y co® 'm (?+t ')=0 , 

che è pure l’ equazione di una retta che fa un angolo ^ (r-+-r') 
coir asse delle x; e che perciò biseca l'angolo dei raggi focali. 

La congiungcnte il foco col punto in cui la corda di con- 
tatto taglia la direttrice à per equazione 

xcos {;(7 H-f')+y sen J(f-H.')=0 , 

la quale rappresenta pure una retta perpendicolare alla precedetUe . 

Trovare il luogo del punto d' incontro delle tangenti le cui 
corde di contatto sottendono nel fuoco un angolo 2<f. 

Con una eliminazione precisamente la stessa di quella degli 
esempli 1 c 2 dell’ articolo 100 si trova per equazione del luogo 
cercato 

(x*-|-y*)cos* J=e*7* . 

<Jie rappresenta una conica avente lo stesso foco e la stessa diret- 
trice di una conica data; e la cui eccentricità è— 

cos* 

Se la curva è una parabola l' angolo delle tangenti è dato : 
poiché, siccome la tangente (xcosf-t-ysenj> — 7) biseca l’angolo 
delle rette xcosf-4-y sen? , e 7, cosi l’angolo delle due tangenti 
è metà dell’angolo delle rette 

xcosf-l-ysenv ed xcos?'-+-ysenf' ; 
e perciò uguale ad Dunque; f angolo di due tangenti di 

una parabola è metà delf angolo che la corda di contatto sottende 
nel foco ; c di più il Imgo del punto <f incontro delle tangenti di 
una jmrabola che formano un angolo dato è un' iperbole che à lo 
stesso fuoco e la stessa direttrice ; e la cui eccentricità è la segante 
l' angolo dato ; ovvero i cui asintoti fanno tra loro un angolo dop- 
pio (lidi' angolo dato ( art. I70 ). 


r 
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nEOt’ INVILUPPI. 


Ii85. Abbiamo veduto che la retta espressa dall' equazione 
2(xR-t-M=0 , 

è sempre tangente la curva LM=R*. 

È interessante che i giovani si assicurino che ciò è verò anche 
quando L, M, R non rappresentano linee rette. Poiché l’ cqu^jpne 
w'L — ((*4-/*')R-t-M=0 

deve veriflcarsi per tutti i punti che soddisfano l' equazioni 
(f*L— R=0 , |xR— M=0) , (f*'L— R=0 , f^'R— M=0) 
sarà r equazione di una curva che passa pei punti nei quali 
f*L — R e ft'L — R tagliano LM — R*. Supponendo ora si i^JjJrà 
che r equazione . 

|x*L— 2(*R-t-M=:0 ’ 


è tangente la curva LM — R* nei punti in cui è tagliata da p>L — K. 
Simili ossenazioni si applicano pure all’ equazione 
LcosT-t-Msen?=R , 

che d’ altronde può ridursi alla forma precedente ponendo tang {?=!*: 
infatti si à 


1— (t* 2c 

sostituendo questi valori c liberando dai divisori si à un' equazib^^e 
che contiene ^ al 2.” grado. 

Se dunque si vuole la curva cui è sempre tangente una retta 
variabile , bisognerà costruire la sua equazione sicché contenga una 
sola indeterminata ; e se questa indeterminata entra al 2.” grailfj 
l'inviluppo può ottenersi come abbiamo detto precedentemente. 
Si può similmente ottenere l’ inviluppo di una retta la cui equa- 
zione contiene due indeterminate , se queste sono connesse da 
una data relazione ; poiché basta eliminare una di queste indeter- 
minate per mezzo della relazione data. 

Etemp. 4. Trovare l’ inviluppo di una retta talché il prodotto delle 
distanze di due punti dati da questa retta sia costante. 

Si prendano per assi la congìungente dei punti dati e la perpendi- 
colare condotta dal ponto medio ; i ponti dati saranno y=0 x:=^c : 
quindi se la retta variabile è espressa dall' equazione 
y — mx+n=0, 
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si avrà per le contlizioni del problema 


ovvero 
ma ^ pure 


quinci s/ à 
e' iVi 


iliippo sarà 


c*ni* , f 

M*=y* — •inwtjH-m'jj* , 

»n*(j’ — b’—c*)—imxy-+^‘ — 6*=0 , 

,r»y*=(x * — 6* — c* )(y * — 6* ) , 

ovvero 

* 4 

— =1 

^ **+c* ^6* 

tEsfmp. 3. Trovare l’ inviluppo di una retta talché la somma dei 
quadrili delle distanze di due punti dati da questa retta sta costante. 

g*s^+i;=i. 


Esnnp. 5. Trovare l’ inviluppo di una retta talché la difTerenza dei 
quadrati delle distanze di due punti dati da questa retta sia costante. 

Ritp. Una parabola. 

Esemp. 4. Per un punto dato O si conduca una retta qualunque OP 
che (^gli una retta data : trovare l’ inviluppo della retta PQ talché 1’ an- 
gol^OPQ sia costante. 

' Sia # 1’ angolo che OP fa colla perpendicolare alla retta data : la 
lungliezza OP verrà espressa da psegt: dippiù la perpendicolare con- 
dotta dal punto O sopra PQ fa un angolo costante p colla OP , questa 
perMndicolare sarà perciò espressa da psegfteos^ : e poiché le due pcr- 
pell^colari predette fanno tra loro un angolo 9-H3 , se si prende per 
asse delle x la perpedicolare condotta sulla retta data, l’equazione 
della PQ sarà 

± cos (»-t-P)-l-y sen («+|3)=:^ seg 9 cos |3 , 


ovvero 

X cos (^+?y+-y sen (29-H9)=%>c<w P — * cos p — y sen p , 
equazione della forma 

L cos «H"M sen <|>=R , 


r equazione dunque dell’ inviluppo sarà 

a:*-j-y»=(j:co8^-f^8en^— 2pcos;J)* , 
che rai>presenta una parabola avente per foco il puiilo O. 
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V B * 

lisemj). 5. Trovare l' inviluppo della retta ^ — h-,=l > supponendo 

I* 

die le due indeterminate i* , (*' debbano soddisfare la relazione 

Sostituendo nell’ equazione in luogo di n il suo valore e liberando 
l'equazione dai divisori si avrà per l’inviluppo l’equazione 
A*-t-B*-f-C«— 2AB— 2AC-2BC=0 , 
equazione alla quale si può dare la forma 

±|/À±|/B±l/C=0. 

P. E. Dato r angolo verticale di un triangolo e la somma dei Iati 
trovare l’ inviluppo della base. 

L' equazione della base è 

e la relazione Ira le due indeterminate è a+bz=c. Quindi l’ inviluppo è 
**d-y* — 2jry — 2cx — 2cy-f-c*=0 , 
che rappresenta una parabola tangente i lati x ed y. 

Similmente : dati di posizione due diametri coniugati di un’ ellisse , 
e la somma dei loro quadrati trovare il suo inviluppo. 

Nell’ equazione 

si à a'*-|-6'*=c* ; perciò l’ inviluppo sarà - 

x±y±c=0 : 

dunque I’ ellisse deve essere sempre tangentu quattro rette date. 
Esemp. 6. (*) Date le due equazioni 




-k i 


se si elimina y.' 


r equazione in — sarà di 2." grado , e l’ inviluppo sarà 
Ao+BM-Cr=0 (••). 


(*) (Questo esempio e le sue appliraiinni sono siale lolle dalle fìicerihe lullt 
jeiiunt eonieàe del Signor Hearn. 

(") Io generale se si Sono I’ equazioni 


l' inviluppo sarà 

tfàft MH WH 


/6\m— « /c\ 

(x) 


Geom. Anal. 


= 0 . 

30 
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Così , 



( '-Ì-'H ) 

P. K. , nell' equazione <li una conica circoscritta ad un triangolo 

-4-**- =0 ( art. 40S ] se le costanti debbono verifìcare la condizione 
r 


la conica sarà tangente la retta 


a*-\-b^-\-cy=0. 

Similmente: nell’ equazione |/(MÌ-f-|/(?^-|-J/(*'V===0 di una conica 
inscritta in un triangolo ( art. 408 ) se le costanti ànno tra loro la re- 
lazione la conica sarà tangente la retta 

A«-+-Bi3-(-Cy=0. 

286. Questi principii sono proprii per ottenere I* equazione 
di una conica avente doppio contatto con due coniche date S ed S'. 
Siano E ed F le corde cotnuni , avremo S — S'=EF ; e l' equa- 
zione della conica che è tangente alle due proposte sarà 

f.*E«— 2f.(S-hS')-+-F*=0 ; 

poiché se si vuole l' inviiupppo di questa conica si troverà 
E*F«— (S-|-S')*=0 , ovvero 4SS'=0 ; 
il che esprime eh' essa è tangente alle due coniche proposte. 

Poiché (z é al secondo grado , si vede che per ogni punto si 
possono condurre due coniche date ; e può dimostrarsi che una 
delle corde d' intersezione é la congiungente il punto dato col 
punto (EF), e l' altra la quarta armonica in ordine a questa, ad E ed F. 

287. L' equazione di una conica avente un doppio contatto 
con due cerchi é della forma semplicissima 

(*•— 2ft(C-|-C',)-f-(C— C'/=0. 

Le corde di contatto della conica con i cerchi saranno 
C — C’-4-/*=0 , e C — — f»=0. 


che perciò sono parallele tra loro ed equidistanti dall’ asse radicale 
dei cerchi. Queste equazioni possono anche ridursi alla forma 

1/ (j±l^ C'==l/ f». 

Dunque : ti luogo del punto , da cui condotte le tangenti a due 
cerchi dati , la somma o differenza loro è costante , i una conica 
che à doppio contatto coi dite cérchi. Se i due cerchi si suppon- 
gono inlinitamente piccoli si à la proprietà fondamentale del fuoco 
della conica. 
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Se si prende (> uguale alla intercetta tra i cerchi , sopra una 
delle tangenti comuni l’ equazione esprimerà una coppia di tan- 
genti comuni ai cerchi. 

E$emp. i. Applicare questo metodo agli esempii dell’ art. 118 per 
le tangenti comuni a due cerchi. 

Riip. etemp. i. |/C+|/C'=4 , o =2 ; 
ettmp. 2. |/C-H/C'=1 , 0 =l/— 80. 

Etemp. 2. Siano C, C', C" tre cerchi ; L, L' le tangenti comuni 
a C', C" : M, M' quelle a C", C : ed N, N' a C, C' : se le rette L, M, N 
si tagliano in un punto , lo stesso avverrà per L', M' , N'. 

L’ equazioni delle coppie di tangenti comuni sono 

e la condizione che le rette L, M, N concorrono in un punto è ('+(=(" : 
ed è evidente che questa condizione à anche verificata quando le rette 
L', M', N' si tagliano in un punto. 

288. L'equazione di una conica inscritta in un quadrilatero 
si può dedurre come caso particolare dall' art. 286 , e si à 
(*»£•— 2j.(AC-|-BD;i-t-F*=0 , 

io cui A, B, C, D sono i lati ; E , F le diagonali , ed AC — BD=EF. 

Questa equazione prende una forma anche più semplice se si 
esprime in funzione delle tre diagonali del quadriintero. Siano L.M.N 
le diagonali ; i quattro lati verranno espressi da 
L-l-AH-N (1), M-hN— L (2). L— M-t-N (3). L-^M— N (A): 
poiché la retta L passa pei vertici (1,2) (3,i) ; la .M pei vertici 
(1,3) (2,4); e le N pei vertici (1,4) (2,3); I' equazione dunque 
della conica che tocca i quattro lati sarà 

KL’-I-M*— X*)-f-M*=0. 


Siccome questa conica è sempre tangente ad 
(L*-|-M»— N*)*— 4L*M*=(L-hM-+-N)(M-f-N-L) (L-M-|-N)(L-f-M-N) , 
l’equazione della conica può mettersi sotto la forma 

I* 1— t» 

Etemp. 4. Trovare I’ equazione della conica taugente i quattro lati 
del quadrilatero i cui lati sono quelli dell' esemp. 8. Art. 31. 

Sarà 

Hl+f)»- '<=(;-r)'.+(ì-f)»-2 ■ 
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c I' equazione della conica è 


Entmp. 2. Trovare il luogo del centro della conica tangente quattro 


rette. 


Il centro della conica espressa dall' equazione dell' esempio prece- 
dente ò dato dalle equazioni 

dalle quali eliminando si à 

/I 1 \ .. . /t 1 \. „ (a-l-o')* , (b+b')* 

iò a')'® Mi b r ^ aa'(a'— o)^ *6’(6'— 6)^ ’ 


ovvero 


2jt 


2y 


= 1 . 


«—a' 6 — 6' 

che rappresenta la rongiungente ì punti medii delle diagonali. 


EQUAZIONE GENERALE DEL 2.° 6BADO. 

289. Abbiamo altrove notato che l'equazione generale del 2." 
grado noi sistema trilinearc è 

A«-f-B®3-t-Ci5*-|-Dav-t-E^7-l-F7*=0 , 
che per simmetria scriveremo sotto la forma 

a«*-+-a'^*-t-a"7*-|-2&^7-t-26'7«-|-26''«i5=0. 

Questa equazione è equivalente all’ altra 
(a«-t-6'7-t-6"|3)»-f-(aa'— ft"*)|S*-t-2(afr— 6'6")(57-f.(<«i"— 6'*)7*=0, 
nella quale i tre ultimi termini sono l' equazione di due rette che 
passano pel punto (^) ; quindi (ari. 28f) aflc-HÒ'r+b' l* ò la corda 
di contatto delie tangenti condotte pel punto ossia la polare 
di questo punto. 

Similmente si vede che 

a'P-hb-/-\-b"«—0 , a"y-+-l)^-(-6'«=0 
sono le polari di (ya) ed {«,3). 

290. Dalla forma dell' equazione delle tangenti condotte dal 
punlo (|3y) si deduce una proprietà importante dei lati dell' esagono 
circoscritto ; come pure il criterio come riconoscere se sei rette 
sono tangenti una conica. 
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l.c tangenti sono 

(aa — 6"*)^*-t-2(aè — b'b">i^-i-(aa"~-b'‘//^=0 , 
a'a"—b*y-h2(a'b'—b"b)yc + (oa'— 6''*)«*=0 , 

(n 'rt— 6")<,*+2(a"6"— 6')«^+(a'a"— 6*)i3*=0 , 
c se le radici della prima si esprimono con P=ky , P=k'y avremo 


**' 


aa" — 6'* 
oa' — *"• ■ 


Similmente dalle altre due si ànno per espressioni corrispondenti 
aa'—b"* a'a"—b* 

a'a"—b' ' a"a—b'* ’ 

ed il prodotto di (piestc tre espressioni è 1. Richiamando ora il 
significato di k {art 53) si deduco che se A,F, B,D, C, E sono i 
vertici di un esagono circoscritto sarà 

sen E AB ■ gcn FAB • sen FBG • seii DBC • scn DG A ■ sen EGA ^ 

sen EAC sen F AC • sen FBA * sen DBA • sen DCB • sen ECB 
Reciprocamente se le equazioni di tre coppie di rette possono ri- 
dursi alla forma 

2tt'LM=0 , 

M*-hN*— 2I'MN=0 , 

2m'NL=0 . 

queste rette saranno tutte e sei tangenti la stessa conica: poiché 
r eq uazioni precedenti possono ridursi a questa forma ponendo 
Li/ a a" — 6* io luogo di « , ecc. 

291. Dall'articolo 289 si deduce che ('equazione della polare 
di un punto qualunque (^/) rispetto alla conica S=0 è la prima 
derivala di S=0 considerala come una funzione di «. Faremo uso 

della notazione del calcolo , e la dinoteremo con — • 


Similmente la polare di («7) rispetto ad S è la derivata ^ 

d? 

di S considerata come una funzione di |S ; e la polare di («;5) è ^ 

Dunque : se l' equazione di una conica è espressa in funzione 
delle equazioni di Ire rette , f equazione della polare del vertice di 
due qualunque è la dertvala dell' equazione della conica considerata 
come funzione della terza reità. Iaì equazioni delle polari che abbiamo 
trovate finora sono casi particolari di questa regola generale. Cosi 
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P. £. r equazione della polare dell* origine {xy) rispetto alla conica 

Ax*+Bxy+(yH-Dxa-4-Ey*-l-Fa*=0 , 


Da:-|-Ey4-2Fz=0 
cioè la derivata rispetto ad z. 

Inoltre l’ equazione del diametro che biseca le corde parallele 
all'asse delle x è 

dS „ 

— =0 , ovvero 2Aa:+By-t-Dz=0 , 

c vedremo in seguito che questo diametro può essere considerato 
come la polare del punto (xy) posto ad una distanza infinita sul- 
r asse delle x. 

Etemp. 1. Dati quattro punti di una conica la polare di un punto 
qualunque dato passerà costantemente per un punto. (Etem. 3. art. 454). 

L’ equazione della conica avrà la forma S+àS'=0 , in coi S ed S' 
sono due coniche qualunque che passano pei quattro ponti dati: or la 
polare di un punto qualunque py rispetto a questa conica è 


d(S-HiS *) 

da 


= 0 , 


che , come vedremo , à equivalente ali' altra 
dS . ^ 
da”^*da' 


c siccome questa equazione contiene l’indeterminata k al l.<> grado, 
segue che la polare passerà costantemente per un punto. 

Etemp. 2. Trovare il luogo del polo di una retta data (r) rispetto 
ad una conica di cui sono dati quattro punti. 

Eliminando k dalle equazioni 


da ' da ' d/t ’ 


da ’ d^ 
si à pel luogo cercato l' equazione 


ds dS' 
da dfi 


che rappresenta una conica. 


dS 

da 



(*) È utile osservare che se agli tasi delle coniche S ed S' sono paralleli tra 
loro , anco quelli della conica S+AL' saranno paralleli ai primi ; poichi pren- 
dendo quelli di S' per assi coordinati le coniche S ed S' non conterranno termini 
in xy. Se S' è un cerchio gli assi di S+AS' sono sempre paralleli a quelli di S. 
Se S+AS' si riduce a due rette i suoi assi diverranno le bisecanti interna ed esterna 
degli angoli di queste rette. 
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S« supponiamo die la retta data è posta a distanza infìnita , si à 
il luogo dei centri ( etemp. 4. art. 154 ). 

E$etnp. 5. Se sono dati due punti e due tangenti di una conira. 
la polare di un punto dato sari costantemente tangente una conica. 

Siano L, M le due tangenti R la congiungente i punti dati ed LM— N* 
la conica che tocca le due rette è passa pei punti dati. L’ equazione di 
ogni altra conica avrà la forma 


la cui polare sarà 


I.M— (N+*R)*=0; 

OA d* 


la quale sarà costantemente tangente una conica , perchè contiene l' in- 
determinata k al 2.° grado. Similmente il luogo del polo di una data 
retta è una sezione conica. In generale se l'equazione di una conica à 
un’ indeterminata al 2.* grado , la polare di un ponto dato toccherà co- 
stantantcmente una conica. Così p. e. il luogo dei centri delle coniche 
che ànno doppio contatto con due coniche date, è una conica [art. 386). 

292. Trovare T equazione della polare di un punto . 

rispetto ad una sezione conica. 

Questo può esser fatto con un metodo analogo a quello usato 
nell' art. 150. 


Se a',«" (art. 7) sono le lunghezze delle perpendicolari ab- 


bassate da due punti sopra una data retta , 


f-|-m 


sarà la lun- 


ghezza della perpendicolare abbassata sulla medesima retta dal punto 
che divìde nel rapporto di f : m la retta che congiunge i due punti. 
Or poiché r equazioni nel sistema trilineare sono sempre omoge- 
nee , si possono moltiplicare o dividere le coordinate di un punto 
per una stessa quantità. Quindi , ip"-hmfi' , ly"+tny ' , 

possono essere prese come le coordinate trilincari del punto che 
divide nel rapporto di 1 : m la retta che congiunge a'p'y’ , a'p'y'. 
Se sostituiamo questi valori nell'equazione generale S=0 , avremo, 
per determinare i punti dove questa conica vien incontrata dalla 
retta che congiunge a'PY , a'p"y " , l’ equazione 


I*[aa"«-t-a'|3''»-i-o"7"*-t-26|3"v"-f-2ò'/V'-t-26"«"|9"] 

+2lml{aa'+by'+byy+{aT+h’'+b''*y'+{ay'+bp''+b'a'’yf''\ 


+m*[aa'*+a'?'*+a"y'*+2bfi'y'-h^'y'a'+2b"«?']=0. 
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Or, come nell' art. 150, quando «"(5''/'' è sulla polare di «'(9'/', 
il coefficiente di ini deve svanire , perciocché sappiamo che la retta 
che congiunge i punti deve in questo caso essere tagliata armoni- 
camente ; r e«{uazione della polare di «'iS'y' è quindi 


la quale può essere scritta 
,rfS 




rfr" 


Quando sta sulla curva , questa equazione rappresenta la tan- 
gente a quel punto. 

Eseinp. 1. Trovare P equazione delle tangenti nei punti in cui la 
retta y taglia la conica S. 

In questo caso y' che appartiene all' altro punto di contatto sarà 
nulla , e P equazione della tangente diviene 


,dS rfS_ 


Ma facendo y=0 nell’ equazione generale , i punti di contatto sono de- 
terminati dall' equazione 


'»'p'-f-o'P'*=0 . 

Eliminando »■'?' tra queste equazioni , si trova per P equazione delle due 
tangenti 



Come caso particolare si à per equazione degli asintoti di una conica 
data nel sistema Cartesiano ( essendo gli asintoti due tangenti nei punti 
in cui la conica è tagliata dalla retta z posta a distanza infinita ) 



E$emp. S. Le congiungenti i vertici di un triangolo e quelli del 
suo coniugato rispetto ad una conica s' incontrano in un punto. ( Chia- 
miamo triangolo coniugato , di un altro quello i cui lati sono le polari 
dei vertici del primo. (Eiemp. 3. art. 279). 
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È chiaro che il risultato della sostituzione delle coordinate di un 
pnnto (1) nell' equazione della polare del punto (2) è io stesso det- 
risultato della sostituzione delle coordinate di (2) nella polare del punto (!]. 

Dinotiamo questo risultato con f'" , con (' quello che si ottiene sostitnen- « 
do le coordinate di (3) nella polare di (1). Siano P'=0 , P"=0 , P"'=0 le 
polari dei vertici del primo triangolo : 1' equazione di una retta qualunque * 

che passa pei punto d' incontro delle due ultime polari sarà P"=ftP'"; 
e se questa retta passa pel punto [1], sostituendo le sue coordinate avre- 
mo t"'==kt". L’ equazioni , adunque delle congiungenti i vertici corri- 
spondenti sono 

«'P'=l"P" , t»p"=i"'P"' , , • 

le quali rappresentano tre rette che s'incontrano in un punto. 

Etemp. 3. Le intersezioni dei Iati corrispondenti di due triangoli 
coniugati sono in linea retta. 

Per l'articolo 59 l'equazione della congiungentc i ponti , 

avrà la forma ^ 

fP'-l-fnP"-t-»P"'=0 , 

e poiché le coordinate del primo punto sostituite in P', P", P'" danno 
per risultati e quelle del secondo danno l’equa- 

zione della congiuiigentè diviene 

(t'<"'-*"t'')P' »'t')P"-t-(«'*"—<"'*)P"'=0. 

Similmente per gli altri due lati del primo triangolo si ànno I' equa- 
zioni 

(t'i"— a'"t"')P'-t-(»'a"'— l'™)P"-|-(<"»"'— »'<')P'"=0, 
«'•)P'-t-(t'<"-»'"t"')P''-|-(t't'''— a''t")P'"=0, 
dalle quali si concbiude che le intersezioni dei Iati corrispondenti dei 
due triangoli sono sulla retta 

p' p" p/" 

ir'i"— 

Etemp. 4. Il rapporto anarmonico di quattro punti posti in linea 
retta è uguale a quello delle quattro polari corrispondenti. 

Perchè il rapporto anarmonico dei quattro punti 

è lo stesso che quello delle quattro rette 

fP'+mP" , l'P'-H«'P" , f"P'4-m"P" , /'"P'-t-m"'P». 

Etemp, S. Esprimere l’equazione della conica S infunzione di P',P",P"'. 

Dai principi! generali delle coordinate trilineari si deduce che l' equa- 
zione della conica può essere espressa sotto la forma 

AP'‘4-A'P"*-hA"P'"*-1-2BP''P'"-)-2B'P'"P'-|-2B"P'P"=0. 

Geom, Anni, 31 
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Or poiché r equazione della polare di un ponto si ottiene secondo 
' la regola dell' art. 292 , cosi l' equazione della polare di y' le coi 
coordinate sono t'", t" sarà 

ed essendo P' la polare di questo punto avremo 

A'«"'+Bt"+B"i'=0 , A"<"+Bt"'-»-B'*'z=0. 

Similmente si anno io condizioni 

Ar"'4-B'l' +B"f"=0 , A"i'+B»" -i-B' <"'==0 , 

Ai" -f-B'«"'-+-B"i' =0 , A' t'-f-Bf"'-i-B"t'' =0 , 
le quali sono solBcienti a determinare i sei coelBcienti incogniti ; c si 
à per equazione della conica 

t"z")P"'P'+2(<'("— r"'*'")P'P"=D. 

Bttmp. 6. Inscrivere in una conica un triangolo i cui lati passino 
per tre ponti dati. 

Siano le coordinate del vertice del triangolo : le coordinate del 
ponto in cui la congìungente i ponti a^y , >'/3'y' incontra di nuovo la 
conica si ottengono , come nell’ art. 150 , sostituendo nell’ equazione 
della conica , l/J-f-m/5' , ly+my' in luogo di »,jJ,y ; e poiché il 

punto è sulla curva , avremo 

m 

2/mP'+m»*'=0 ovvero - — — - ; 

c le coordinate del punto predetto saranno 

a'»— 2P'»' , *'/J— 2PV' , a'y— 2P'y'. 

Se questi valori si sostitm'scouo in P' , P" , P"' , si avrà 
— PV , »TP"— 2<"'P' , »'P"'— 2<"P'. 

Similmente , nello stesso sistema , le coordinate del punto in cui la 
conginngente i punti aff , a'p'y’ taglia di nuovo la conica sono 
*"P'— 2<"'P" , — s"P" , a''P'”— 2t'P" ; 
e la condizione perchè questi punti siano in linea retta con (" , l' 
sarà 

P'*»"(»'"l'"— t'<")4-P"V(*"'l"'— t'<")-l-P'P''(d»'<"<"'--2«"'<"'* 

11 vertice del triangolo cercato è cosi determinato dall’ intersezione della 
conica data con un’ altra ; ma la soluzione si può rendere anche più 
semplice sottraendo dall’equazione trovata quella della conica dell’ esem- 
pio precedente moltiplicata per t'" , si avrà cosi 
(P'<'-fP"t''— P'"l"')[P'(<'t'"— »"l")4-P''(<"«"'-*'t')-|-P"'{*'»"-»"'*)l=0: 
il primo fattore , come è chiaro dall’ esemp. 2 , rappresenta la retta 
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descrìtta uella soluzione deiló stesso problema data aeU’esemp. 3 del- 
r art. 279 : il secondo fattore è estraneo alla soluzione geometrica , poi- 
ché rappresenta la congiungente i ponti •'jt'r' < •"^"7"' '• e benché cia- 
scuno de’ ponti ne' quali questa linea incontra là curva sodisfa la con- 
dizione che noi abbiamo espressa analiticamente , cioè , che se sono con- 
giunti con «'jS'/ , a"/ 3 "r" , i ponti ne’ qoali le congiongenti incontrano 
la curva giacciono sopra una retta che passa per *"'(3'"7"' , pure poiché 
queste rette coincidano non potranno rappresentare i lati di un triangolo. 

Etemp. 7. Se due coniche ànno un doppio contatto ogni tangente 
ad una é divisa armonicamente nel ponto di contatto , nei Spunti in cui 
é tagliala dall’ altra conica , e quello in cui é incontrata dalla corda di 
contatto. 

Se nell’ equazione S-1-R*=0 poniamo W+m»", Ir'-^-my" 

in luogo di (dove l’equazione S=0 è verificata dai punti , 
»"|S"y" ) , si à , 

• 4 - 2 /mt'''= 0 . 

Or se la congiungente i punti , *"^" 7 " tocca 8-1-R* , quest’ equa- 
zione sarà un quadrato perfetto, ed è chiaro che ciò può avvenire soltanto 
se r"'=— 2R'R", poiché l'equazione diviene (IR' — mR")*=0 : onde il 
teorema diviene evidente. 

DEI TUANGOLI INSCRITTI F. CIRCOSCfUTTI. 

293. Abbiamo (ari. 405) per equazione di una conica cir- 
coscritta ad un triangolò (*) 


possiamo dimostrare , come nell' art. 107 , che le tangenti nei tre 
vertici sono 

/j3 -t- »ha= 0 , tnv - 1 - nj3 = 0 , na -j - 17 = 0 ; 

che i punti nei quali ciascuna tangente taglia il lato opposto sono 
sullo retta 



(■) Il primo che ha discusso questa equazione è stalo il signor Bo- 
tillicr (Annali di Matematiche v. XVIll p. 320 ). 
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e che le congiungenti ciascun vertice col vertice opposto del trian- 
golo circoscritto sono 

„ £-1=0. 

I m m n n l , 

le quali , come è chiaro , si tagliano in un punto. 

Trovare V equazione di una conica circoscriUa ad e che 

à il centro in un dato punto a'jS'r'. La polare di impunto è ( art. 29i ). 

a' (my+tp) (na-i-ly) -4- y' (Ip+mà) = 0 ; 


è necessario quindi di determinare le quantità l.m.n talché questa 
equazione rappresenti una retta posta a distanza infinita (art. i57). 

Paragonando questa equazione con quella di una retta posta 
a distanza infinita 

«o -1- 6^ -f- C7 = 0 , I 

in cui a,b,c sono le lunghezze dei lati del tnangolo <p -/ , si vedrà 
che possiamo prendere > 

l=a’ (Ip'-^Cy' — Oa') , m=P' (fla -{- 07 ' — è^'; , n^y' (aa — cy'). 
Similmente si possono determinare l,m,n , laichè la polare 
di ( ap'y' ) sia una retta Aa-t-B^-t-Cy , scrivéndo A,B,C in vece 
di a,b,c. ' 


Se sono dati tre punti di una conica , ed una quarta condi- 
zione , questa stabilii^ uno relazione tra I.m.tt : nella quale po- 
nendo i valori trovati per l,m,n., si avrà il luogo dei centri della 
conica , 0 il luogo dei poli di una data retta. Cosi p. e. se è dato 
un quarto punto della conico , avremo 

l m n „ 

" 77 ■+■■^■ 1 ” li 0 : 

»" |3" y ' 

c perciò il luogo dei centri di una conica circoscritta al quadri- 
latero sarà 


ailp + cy—aa) , j 5(a»-f cy— fcjS) . Y(a»-hàp—eY) __n 
yi i ^77 ' 77 —^ «• 

la quale rappresenta una conica che passa pei punti medii dei lati 
del dato quadrilatero; perchè aa-f-lp — aa esprime la congiungente 
il punto medio di tp , ecc. 

Se è data una tangente alla conica , avremo 
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poiché la conica sia tangente alla retta A«-t-Bj3-+-C7=0. ( art. 283 
esemp. 6) ('). 

Quindi il luogo del centro , quando sono dati tre punti ed 
una tangente , sarà 

V/a«{6|? + cy — a«) -f- (a« -H cv — b?)-i-\^Cy{a»-\-b? — C7)=0; 

che in generale è una curva di quarto grado. 

294. L'equazione di una conica inscritta in un triangolo può . 
avere una delle due forme ( art. 408 ). 

l/(/^ -h l/^ 4- 0 , 
i*«* + m*P* + n*v* — 2mn^ — 2nlyct — 2/nj«j3 = 0. 

Abbiamo dimostrato ( art, 409 ) che le rette AD , BE , CF ( (ig. 82 ) , 
le cui equazioni sono 

— My=.0, ny — /« = 0, /« — mfi = 0 , 
si tagliano in un punto : che le rette LP , MQ , NR , ànno per 
equazioni rispettive 

2 »i^-h 2 « 7 — /« = 0, 2ny-j-21‘* — in^=0, 2la-h2mfi — fiy=0: 
e che PQR è una retta , la cui equazione è 

Similmente è chiaro che le rette CA , CF , GB , GB , le cui equa- 
zioni sono 

p = 0,l« — mp = 0,« = 0,l«4-m^ = 0 
costituiscono un fascio armonico. 

Trovare V tqttazione di una conica itiscritta in , ed avente 
il suo centro in tm punto dato (a'/9'y'). 

La polare di un punto relativamente a questa conica è (ori. 292) 

«J (tnjS' + ny' — l») -+-pih (/«' + ny' — m/S') + yn (I«'h- ny')=0 , 

e se si voglion determinare le quantità l,m,n talché la polare coin- 
cida con 

L«-hM?-|-N7 = 0, 

si avrà 

l=L(M/5'-t-Ny'— L«'), «i=M(L«'-l-Ny'— M|3'), n=N(L«'H-M|3'-Ny'). 
Quindi il luogo dei centri di una conica che tocca tre rette , e 

(*) 11 metodo che in questo e nel seguente articolo esponiamo , 
come determinare il luogo del centro di una conica descritta con date 
condizioni è tolto dalle Ricerche sulle festoni coniche del signor Hearn. 
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passa per un punto dato («'>"7'') è 

|/a«"(6|3 4- C7 — a«) 4- (oa 4- C7 — 6jS) 4 - crt"{am-\^—c^)=Q, 

che rappresenta una conica tangente le tre congiungenti i punti 
medii dei lati del triangolo costituito dalle tangenti date. 

So la conica deve toccare una quarta retta A« 4 - 4 - Cv=0 , 

si avrà la relazione (art. Ì8S etetnp. 6) 





e perciò il luogo dei centri sarà 

o(6^4-<!y— o»)_j_i(a«4-ey— é/3) ^ c(o«4-à/3 — o) „ 

A B ^ 

che rappresenta una retta (*). 

Similmente si può trovare l’ equazione di una conica tangente 
cinque rette date i cioè «,^, 7 , Aa 4 - Bi* 4- C 7 , A'« 4 - B'|3 4 - C '7 : poi- 
ché si avranno le due condizioni 


*■*”.*» A A 

le quali serviranno a determinare 

tn n 


rette 


Esemp. 4. Trovare l’ equazione di una conica tangente le cinque 


avremo t-i-m-l-n=0 , Ji4-t» — n=0; e Tequazione richiesta sarà 
2(— )’-l-(3i3)’ + (r)*=0. 

Etemp. 2. Trovare l’ equazione della conica tangente le rette 
nei punti medii 

Ritp. (o»J»-t-(i^)*4-(cy)*=0. 


(‘) La condizione perchè una conica circoscritta al triangolo , 


. . I m n 

cioè — — 4 — 
• i* y 


=0 , sia tangente a quella inscritta nello stesso trian- 


golo ossia l/L» 4 -l/M^ 4 -l/Ny =0 ; è , come sì sa (art. 285 ) 

(/L)T -i- (mM) • -t- (nN) • = 0 : 

quindi ti può trovare il luogo del centro della conica inscritta In un 
triangolo dato , e che sia tangente a quella circoscriHa allo stesso trian- 
golo.; 0 viceversa ( Utam p. SO). 
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Esemp. X Trovare la condizione perchè l'equazione (/»)« + (ni|3)* 

I 

-H (»»y)«=0 rappresenti una parabola. 

Bùp. Perchè la conica proposta tocchi una retta all’ infinito deve 

I m n . 

essere — h-rH — =0- 

E$emp. 4. Trovare il luogo del foco di una parabola tangente le 

rette 

In generale : se le coordinate di nn foco di una conica inscrìtta 
nel triangolo si dinotano con le congiungenti questo ponto 

coi vertici del triangolo saranno 

« /3 fi r_ y ». 

— ai- 

ti poiché le congiungenti dei vertici coll’altro foco fanno angoli ngnali 
coi lati del triangolo , l’ equazioni di tali rette saranno , 

aa'=fifi' , Pj3' = yy', yy' = «*' ; 

e perciò le coordinate dell’ altro foco possono rappresentarsi con • 

• Cosi se è data l’ equazione di un luogo descritto da uno dei fuochi, 

si pnò immediatamente assegnare l’ equazione del luogo descritto dall’ al- 
tro: e se il secondo è posto all’infinito, nel qual caso sarà >"seiiA. 
-|-|5"seiiB-t-y'’8eiiC=0 , il primo sarà posto sul cerchio 


senA , wnti , seni.._ ^ 

1.6 coordinate del foco di una parabola posto all’ infinito sono , 

’ sén*C ’ » P®® relazioni dell’ esemp. 3 , esse verificano 

tutte e due le equazioni 


»senA-f-PsenB-t-ysenC=0 , ^la-j-l^mfi-i-l^»y=0 : 


quindi le coordinale dell’ altro foco posto a distanza finita saranno 

sen*A s*d*B sen*C 

Etemp. S. Trovare l’ equazione della direttrice della parabola del- 
r esempio precedente. 

Formando (or/. i94) l’equazione della polare del punto — j — , 
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/»(scn*B-|-sen*C— sen*A)+mi3 (sen*C4-sen*A — sen*B)4-iiy(scn*A 

+sen»B — scn*C)=0 , 

ovvero 

/» sen B sen C cos A + scnC sen A cos B 4- ny sen A sen B cos C = 0 : 

nella quale sostituendo il valore di n dell’ esemp. 3 , si ottiene 
l sen B sen C (« cos A — y cos C) + m sen A sen C cos B — y cos C ) = 0. 
Dunque la direttrice passa costantemente pei punto d’ incontro delle al- 
tezze del triangolo ( vegg. art. S6 . etemp. 3 ). 


DELLE VARIANTI. 


295. La condizione perchè un’ equazione del 2.* grado rap- 
presenti due rette la chiameremo la variante di questa equazione. 
Quando una conica si riduce a due rette la polare di un punto 
qualunque passa per l' intersezione delle due rette ; per essere la 
quarta armonica in ordine alle due rette ed alla congiungentc H 
punto dato col punto d’ incontro delle medesime rette. E siccome 

rfS rfS rfS * 

la retta “'^"•"1®*'^ + / ^ passa costantemente per un punto quan- 

rfS </s 

rf» ’ ^ ^ rappresenta delle rette concorrenti in un punto ; 

cosi esprimendo la condizione che 
a»-+-b''^ + b'y = 0 , a'?-i-by^b"a = 0 , a”y-hb'a + b^=0 , 


rappresentino tre rette concorrenti nello stesso punto , ed elimi- 
nando a,p,y tra queste equazioni , si avrà per variante dell’ equa- 
zione proposta 

ab'+a'b'‘+a"b''*— oa'o"— 2 W»'à"=0 , 
la quale differisce solo nella notazione da quella ottenuta altrove 
con altro metodo (vegg. art. 72, 4S6) (•), 


(*) La condizione perchè un’ equazione algebrica ammetta radici 
ugnali , chiamasi anche la variante di questa equazione. Poiché se la 
equazione si rende omogenea , introducendovi una variabile y , la con- 
dizione perchè l’equazione abbia radici ugnali si ottiene eliminando x 

= 0. In generale: se un’equazione omogenea ri- 


ed y tra = 0 
' ilx 


dS 

dy 
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296. Date l' equazioni di due coniche 
(S) aa»-4-a'p*+oV-i-26i3y-|-26'7a+26'V = 0 . 

(S') A«*+ A'P* 4- A'V -1-2 + 2 B'v« -t- 2 B"«? = 0, ' 

j)cr avere l’ equazione delle corde comuni basterà trovare la variante 
di fcS 4- S' , che si ottiene ponendo Ica 4- A , lià 4- B , ecc. in luo- 
f<o di a,b , ecc. nella variante di S uguagliata a zero : avremo cosi 
un’ equazione cubica per determinare k. Infatto è evidente che se 
due coniche s' intersecano nei punti A,B>C,D si potranno condurre 
per questi punti tre coppie di corde cioè AB , CD ; AC , BD ; AD , BC. 
Cosi se dinotiamo con k' , k’' , le'" le tre radici dell’ equazione cu- 
bica , r equazione delle tre coppie di corde anzidette saranno 
*'S4-S'=0, k"S4-S'=0, k'"S4-S'=0. 

L’ equazione che determina i valori di le è 
k'{ 06*4- a'6'*4-a"6"* — aaa"—2bb'b”)-i-k‘ [A(6*— a'a") 4 - A' (6'* — 
a"o) 4 - A"(6 "*— aa') 4 - 2B(a6— 6'6") 4- 2B'(a'6'—6"6)4-2B"(a"6''— 
66 ' ) ] 4- A- [ a (B*— A' A") 4 -a' (B'«— A"A) 4 -o" (B"*— A A')4- 26 (AB— 
B'B") 4-26'(A'B'— B"B)4-26"(A"B"— BB') ]4-(AB*4-A'B'>4-A"B"* 
— AA'A"— 2BB'B") = 0. 

Se dinotiamo con V c V' le varianti di S cd S', il coelBciente di k‘ 


sarà V ; il coellìcicnte di A* sarà 
.rfV .,d\ ,,,d\ 




come è pure evidente pel teorema di Taylor : quello di A sarà 
d\' ,d\' , „dV' ^dV' ,,dV' ,„d\' 

“dA'^“ dA” ’^^db ■^''dB'"^* dB^' 


cd il termine indipendente da A sarà V'. 

297. Trovare la condizione perchè la retta ?« -+- »nj3 4 - ny sia 
tangente la conica S. 

Si prenda la variante di kS -h {h + ny )‘ , che sarà 


r,.rfV ,dV 


, ,dV dV ,dV ,dV 


]' 


il cocflìcicnle di A cd il termine indipendente da A sono identi- 


spetto ad un numero qualunque di variabili si dilTerenzia successivamente 
rispetto a tutte le variabili , e si eliminano le variabili tra l’ equazioni 
risultanti , ciò che si ottiene dall’ eliminazione si dice la variante della 
data equazione. 

Geom. Anal. 32 
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camenle nulli; il die è facile verificarlo geometricamenle. Infatlo 
se l’equazione S' rappresenta le due rette AB, CD sarà V'=0 eil 
un valore di k sarà nullo : che se S' ò un quadralo perfetto , e 
perciò rappresenta due rette coincidenti, i punti A c C, B e D 
coincideranno , e la coppia di rette AD , BC verrà pure rappresen- 
tata da S'. Quindi due valori di k saranno nulli e l’ equazione cu- 
bica dovrà esser divisibile per k'. In questo caso la coppia di ret- 
te A'C , BD diverrà due tangenti alla conica nei punti in cui è ta- 
gliata da /« -t- wp -t- nv ; e sostituendo in A-S-i-S' il valore che si 
deduce uguagliando a zero la variante in esame , si avrà per equa- 
zione della coppia di tangenti 

^1*^-+- ecc. — V ( /« -I- »>|5 -I- «7 )*=0. 

Supponendo ora che la retta la-htn^-hny è tangente la coni- 
ca S , è chiaro che la coppia di tangenti AG , BD coincideranno 
con S' ; e perciò i tre valori di k saranno nulli , e l' equazione sarà 
divisibile per A’. La condizione adunque perchè la retta 
sia tangente la conica S , è quella che si è trovata altrimenti nel- 
l’art. 154, cioè 


, dV .rfV ,dV , dV JV , ,dV „ 


da' 


da' 


db 


db' 


db"' 


In seguito per semplicità dinoteremo questa condizione con £=0. 
La condizione perchè AS-hS' tocchi la retta /«-f-tn^-t-ny si ot- 
tiene scrivendo *a-t-A per a, Aò-t-B per b, ecc. in i ; il ri- 
sultato conterrà k al secondo grado. Quindi il problema di descri- 
vere una conica che passi per quattro punti c tocchi una retta data 
ammette due soluzioni. 

E$emp. Trovare la condizione perchè la retta tocchi 

la conica , 

Bi$p. S ft=0 , in cui A è ciò che si ottiene ponendo mn' — nm ' , 
ni' — In' , lm'-~l'm in luogo di in S. 

298. Trovare la condizione perchè due coniche S ed S' si 
tocchino. 

Quando due dei quattro punti d' intersezione delle due coniclic 
come A e B coincidono è chiaro die la coppia di rette AC,BD sarà 
identica a quella delle rette AD.BC: quindi l’equazione in A del- 
l’art. 296 avrà due radici uguali. Ora è facile vedere che la va- 
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\ 


U*+Mk*-t-Nfc-t-P = 0 

è (MN— 9LP)‘=4(M»— 3LN)(N’— 3MP): 

nella quale sostituendo per L,M,N,P i valori dati nell' art. 296 . 
si à la condizione cercata , la quale sarà di 6.” grado rispetto ai 
coefficienti delle equazioni S , S'. Si può quindi dedurre che , il 
problema di descrivere una conica che passi per quattro punti e 
tocchi una conica , ammette in generale sei soluzioni. 

299. Trovare le coordinale del polo della retta la^miS-f-ny ri- 
spetto alla conica S. 

Dinotando con y' le coordinate del polo , sarà 
rfS rfS 

identica ad l« , 


ovvero 


a«' + b'y'=l , a'ft' -hby'-hb''a = in , o'V+àV-4- b^'= n , 

dalle quali si deduce che a' è proporzionale ad 

I (6» — a'a ") -+- m (o''6''->— 66') ■+■ n(o'6'— 6"6) , ecc. 
e che i valori delle coordinate cercate si possono scrivere sotto la 
forma 






CAPITOLO XV. 


MGTODI UEOMEI'HICI. 

300. Dopo avere esposto nei capitoli precedenti tutto ciò clic 
abbiam creduto sufficiente a dichiarare l‘ uso del metodo delle coor- 
dinate , passiamo ad occuparci nel presente di alcuni importanti me- 
todi geometrici , ciascun dei quali costituirà una parte essenziale 
di ogni lavoro sulla teorica delle cune. 
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METODO DELLE POLARI RECIPROCUE (’). 

301. Data una conica (£) ed una cuna qualunque (S) possia- 
mo generare un’ altra curva (*) nel seguente modo. Si conduca una 
tangente alla cuna S c se ne prenda il polo relativamente alla co- 
nica £ ; il luogo di questo polo sarà una curva s , che si chiama 
la curva polare di S relativamente a s. La conica e rispetto alla 
quale si prendono i poli si chiama la conica ausiliare. 

Abbiamo altrove dato un esempio particolare di cune polari 
( art. 230 esemp. 20); ed abbiamo dimostrato che la cuna polare 
di una conica relativamente ad un’ altra ò sempre una cuna di 2.° 
grado. 

Per brevità diremo in seguito che un punto corrisponde ad 
una retta , per esprimere che il punto è polo della retta relativa- 
mente alla conica ^ : così , poiché , secondo la deOnizione , ogni 
punto di s è il polo relativamente ad l di qualche tangente della 
cuna S , esprimeremo questa relazione più brevemente dicendo che 
ogni punto di s corrisponde a qualche tangente di S. 

302. Il punto <r incontro di due tangenti di S corrisponde alla 
congiungenle i punti corrispondenti di s. 

Ciò si deduce dalla proprietà della conica £ , come a dire che 
il punto d’ incontro di due rette qualunque è il polo della congiun- 
gentc i poli di queste rette (art. t46), • 

Supponendo che le due tangenti ad S sonò successive , i due 
punti corrispondenti di s saranno inGnitamente vicini , e la con- 
giungcnte questi punti sarà una tangente ad s ( art. 8i); e sicco- 
me dalla deGnizione della tangente si deduce che ogni tangente ad 
una curva incontra la tangente seguente nel punto di contatto (art. 442), 
cosi il teorema in esame si traduce nell’ altro; se una tangente ad S 

(’) Questo bel metodo b stato introdotto dal signor Poncelet, la 
cui memoria su tale argomento trovasi nel principio del 4.<> volume del 
Giornale di Creile. I giovani nel cap. I. del trattato dell' autore sulle 
curve piane di alto grado troveranno esposto il principio di dualità , 
che è compreso nel metodo in esame , trattato sotto un punto di vista 
puramente analitico. 
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corrisponde ad un pun/o di s , il punto di conlaUo corrisponderà 
alla (ungente nel punto <fi s. 

Si vede adunque che la relazione delle curve S , s è reciproca; 
cioè che la curva S può intendersi generata da s come questa da 
quella. È perciò che queste curve si sono chiamate polari reci- 
proche. 

303. Possiamo dopo ciò da un dato teorema di posizione re- 
lativo ad una curva S dedurne facilmente un altro relativo alla cur- 
va 5. G)sl p. e. se sappiamo che più punti connessi colla Ggura S 
sono in linea retta possiamo dedurre die le rette corrispondenti 
connesse colla flgura s si tagliano in un punto ( ari. (46) , e n- 
ceversa ; se più punti connessi colla figura S sono sopra una co- 
nica le rette corrispondenti connesse con s toccheranno la polare di 
questa conica relativamente a z ; ed in generale se il luogo di un 
punto connesso con S è una curva S' , l'inviluppo della retta cor- 
rispondente connessa con s sarò s' polare reciproca di S'. 

304. Il grado della polare reciproca di una curva è uguale al 
numero delle langetUi che possono condursi da un punto a questa 
curva. 

Imperciocché il grado di s è uguale al numero dei punti nei 
quali può essere incontrata da una rhtta , e ad un sistema di punti 
della curva s posti in linea retta corrisponde un egttal numero di 
tangenti ad S che passano pel punto corrispondente a questa retta. 
Cosi se S è una conica , due sole tangenti reali o immaginarie pos- 
sono condursi a questa curva da un punto ( art. 442 ) ; quindi , 
una retta taglia la curva s in due soli punti reali o immaginarii : 
possiamo cosi conchiuderc indipendentemente dall'esemp. 20 dello 
art. 230 , che la reciproca di una conica è una curva di 2.° grado. 

305. Quando S ed s sono due coniche possiamo semplificare 
il metodo di dedurre un teorema da un altro nel seguente modo. 

Supponiamo che se un esagono è inscritto in S i cui lati so- 
noA,B,C,D,E,F; i punti d' intersezione AC , BE , CF sono 
in linea retta; possiamo dedurre che se un esagono è circoscritto 
ad s ed i suoi vertici sono a ,b , c ,d , e , f le rette ad , be , cf si 
taglieranno in un punto ( art. 266 ). Così i teoremi di Pascal e di 
.^Brianchon sono reciproci l’ uno dell’ altro. 

Per dare ai giovani l’ opportunità di abituarsi nell’ applicazione 
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di questo metodo porremo in due colonne alcuni teoremi imitai 
mente ai loro reciproci. É necessario esaminare accuratamente il 
modo col quale 1’ ubo è dedotto daU’ altro , e procurare di dedurre 
il reciproco di ciascun teorema prima di leggerlo^ Si vedrà facil- 
mente che r operazione di dedurre un teorema reciproco si riduce 
ad un semplice processo meccanico, cangiando le parole punto in 
linea , iscritto in circoscritto , luogo in inviluppo ecc. 


Se due vertici di un triangolo si 
muovono lungo due rette , e ciascu- 
no dei lati passa per un punto Asso, 
il luogo del terzo vertice è una co- 
nica { et. 4 art. S79 ). 

Se i punti pei quali passano i lati 
del triangolo sono in linea retta il 
luogo sarà una retta ( et. 5 art. 47 ). 

In quale altro caso il luogo sarà 
una retta. 


Se due lati di un triangolo pas- 
sano per due punti fìssi ed i vertici 
si muovono lungo tre rette fìsse lo 
inviluppu del terzo lato sarà una co- 
nica. 

Se le rette lungo le quali si muo- 
vono i vertici del triangolo si ta- 
gliano in un punto , il terzo lato 
passerà costantemente per nn punto. 

In quale altro caso il terzo lato 
passerà costantemente per un pun- 
to. 


Se due coniche si toccano le loro reciproche saranno pure 
tangenti : infatti poiché le prime anno un punto comune c la me- 
desima tangente in questo punto , le seconde avranno una tangente 
comune e Io stesso punto di contatto. Similmente se due coniche 
anno un contatto doppio le loro reciproche avranno puro un contatto 
doppio. 

306. Abbiamo dimostrato {art. S02 fig. 8S) che se i due 
punti P , F di S corrispondono alle tangenti pi , p'i' di s le tan- 
genti in P e P' corrisponderanno ai punti di contatto p,p'\ e 
perciò Q intersezione delle tangenti in P e P' corrisponderà alla 
coDgiungente pjf dei punii di contatto p e p'. Conchiudiamo dun- 
que che ad un punto qualunque Q ed alla sua polare PP' relati- 
vamente ad S, corrisponde uno retta pp' ed il suo polo q relati- 
vamente ad s. 


Dati due punti di una conica c 
due tangenti , la congiungcnte i 
punti di contatto passa costante- 
incute per un punto ( art. 344 ). 


Date due tangenti e duo punti di 
una conica il punto d' incontro delle 
tangenti in questi punti si muovc- 
rà lungo uqa retta. 
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Dati qoattro ponti di nna conica , Dato quattco tangenti di una co- 
la polare di nn punto fisso passa nica la locale del polo di una retta 
costantemente per nn punto ( n. S fissa sarà una retta. 
art. ISi ). 

Dati quattro punti di una conica Date quattro tangenti di una co- 
il luogo del polo di nna retta fissa nica l’inviluppo della polare di un 
è una conica (et. S art. 291). punto fisso è una conica. 

Le conginngenti i vertici di un 1 ponti d' incontro di ciascun la- 
triangolo coi vertici opposti del suo to di un triangolo col lato opposto 
triangolo polare relativamente ad del triangolo polare sono in linea 
nna conica si tagliano in un punto retta ( et. 3 art. 292 ). 

( et. 2 art. 292 ). 

Inscrivere in nna conica mi trian- Circoscrivere ad una conica un 
goto i cui lati passino per tre ponti triangolo i cui vertici stiano su tro 
dati ( et. 6 art. 292 ). rette date. 

307. Siano S ed S' due coniche , s ed a' le loro reciproche: 
ogni punto comune ad S ed S' corrisponderà ad una tangente co- 
mune ad a ed a' : ed ogni corda comune ad S ed S' corrisponderà 
ad un’ intersezione delle tangenti comuni ad a ed a'. 

Se tre coniche ànno due punti Se tre coniche ànno due tangenti 
comuni , e perciò una corda corno- comuni , i punti d’ intersezione delle 
ne , le altre tre corde comnni si loro tre altre paia di tangenti co- 
taglieranno in nn punto ( mt. :2d7). mani stanno sopra una retta. 

Se tre coniche ànno due tan- Se tre coniche ànno due punti 
genti comuni ; ovvero se oiascn- comuni , ovvero se ciascuna à un 
na à un doppio contatto con una doppio contatto con una qmrta i 
ipiarta, le loro sei corde d’ interse- sei punti d’intersezione delie tan- 
zione passeranno tre a tre per gli genti comuni stanno tre a tre sulle 
stessi punti ( art. 206 ). medesime reUe. 

O altrimenti, tre coniche che ànno Ovvero tre coniche aventi eia- 
ciascuna un doppio contatto con ni» scuna un doppio contatto con una 
quarta possono considerarsi come a- quarta possono considerarsi come 
ventìquattrocentrìradicaIi(or<.f/5]. aventi quattro assi di similitudine 

[vegg..art. 122). 

Se pel punto di contatto di dne Se da nn punto delki tangente al 
coniche che si toccano si eondnee punto di contatto di dne coniche 
una corda , le tangenti nelle estre- che si toccano si contee una tan- 
mità della corda si taglieranno sul- gente a ciascana , la coi^nngente 
la corda comune delle dne coniche, i punti di contatto passerà pel punto 

d’ intersezione delle tangenti coimt- 
ni alle coniche. 
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Se pel punto d’ intersezione delle 
tangenti comuni a due coniche si 
conducono due corde , le rette che 
congiungono le loro estremità s’ in- 
tersecheranno sull' una 0 sull’ altra 
delle corde comuni alle due coni- 
che ( art. 275 ). 

Se A e B sono due coniche che 
anno un doppio contatto con S, le 
corde di contatto di A c B con S, 
c le corde d’ intersezione dell' una 
coir altra si tagliano in un punto c 
costituiscono un fascio armonico 
( art. 26i ). 

Se A , B , C sono tre coniche a- 
venti ciascuna un doppio contatto 
con S , e se A e B sono tangenti 
a C le tangenti nei punti di con- 
tatto si taglieranno sulla corda co- 
mune ad A c B. 


Se per due punti qualunque della 
corda comune di due coniche si con- 
ducono le tangenti, le diagonali del 
quadrilatero cosi formato passeran- 
no per r una o per l’ altra interse- 
zione delle tangenti comuni alle co- 
niche. 

Se le due coniche A c B anno 
un doppio contatto con la conica S , 
r interseziono delle tangenti nei pun- 
ti di contatto con S , e le interse- 
zioni delle tangenti comuni ad A 
0 B stanno sopra una retta che re- 
sta divisa armonicamente. 

Se le tre coniche A , B , C anno 
un doppio contatto con S , e se A 
c B toccano C , la congiungentc i 
punti di contatto passerà per una 
intersezione delle tangenti comuni 
ad A e B {•). 


(') I giovani potranno rilevare da quanto si è detto, che ogni teorema 
dimostrato nell’art. 127 nella teoria di tre cerchi, à un teorema corrispon- 
dente nella teoria di tre coniche inscritte nella medesima conica ; c perciò 
che date tre possiamo trovarne una quarta inscritta nella medesima conica 
c che tocchi le tre coniche date. È utile riportarsi allo art. 127 , ed esa- 
minare senza altro come la dimostrazione che si è data in quel caso possa 
estendersi ai caso di tre coniche inscritte in una quarta. La principale dif- 
ferenza sta nella (5) di quell’articolo, poiché la retta a''b" nel caso in esa- 
me si costruisce congiungendo il polo di SS'S" con uno dei quattro centri 
radicali delle tre coniche. Il problema ammette 32 soluzioni in luogo di 8. 

I teoremi corrispondenti al (6) dello stesso articolo sono i seguenti : 
La corda di contatto della co- Il polo di questa corda relati- 
nica cercata S passa pel punto d’ in- vamente ad S, sta sulla còngiun- 
contro di uno degli assi di simili- gente uno dei loro centri radicali 
tudine delle tre coniche date colla col polo , relativamente ad S , di 
polare di uno dei loro centri radi- uno dei loro assi di similitudine, 
cali relativamente ad S. 

Si troverà un’ elegante e completa soluzione del problema in esa- 
me in una memoria pubblicata dal signor Cayley nel voi. XXXIX. del 
giornale di Creile. 
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308. Finora abbiamo supposto che la conica ausiliare z sia 
una conica qualunque : però l’ ipotesi più ordinaria è quella di sup- 
porre che questa conica sia un cerchio ; e d' ora innanzi parlando 
di curve polari intenderemo di polari relative al cerchio purché non 
si dica altrimenti. 

Sappiamo dall’ art. 86 che la polare di un punto relativa- 
mente ad un cerchio è perpendicolare alla congiungente questo 
punto col centro ; e che il prodotto delle distanze del punto e 
della sua polare dal centro è uguale al quadrato del raggio: quindi 
la relazione tra le curve polari relativamente ad un cerchio spesso 
si enuncia cosi : se per un punto 0^(/!</. ,83), si conduce la per- 
pendicolare OT sopra una tangente la curva S , e si prolunga tal- 
ché sia il rettangolo OTxQp uguale ad una costante k* , il luogo 
del punto p sorò una curva s , che si chiama la polare reciproca 
di S. Poiché ciò equivale a dire che p é il polo di PT relativamente 
al cerchio che à per centro O, e , per raggio k. Dunque ( art. 362 ) 
la tangente pi corrisponderà al punto di contatto P , cioè OP sarà 
perpendicolare a pi e sarà OP-Ol=fc*. 

É facile vedere che variando la costante k varierà solamente 
la grandezza e non la forma di s, e noi vedremo che in molti 
casi si à solo riguardo alla forma. In questo modo di considerare 
le polari è inutile tener contò del cerchio dicendosi semplicemente 
che s è la reciproca di S relativamente al punto O. Chiameremo 
questo punto origine. 

Il vantaggio di adoperare il cerchio per conica ausiliare de- 
riva principalmente dai due teoremi seguenti , i quali si deducono 
facilmente da ciò che abbiamo detto precedentemente , e ci auto- 
rizzano a trasformare , con questo metodo non solo i teoremi di 
posizione , ma anche quelli dipendenti dalla grandezza di rette o 
di angoli. 

La distanza di un punto P dalP origine è la reciproca della 
distanza dalla retta corrispondente pt. 

L angolo TQT' di due rette- TQ , T'Q è uguale all' angolp pOp' 
sotteso nell' origine dai punti corrispondenti p,p' : poiché Op è per- 
pendicolare a TQ , ed Op' a T'Q. Daremo alquanti esempii come 
applicazione di questi principii dopo aver risoluto il seguente pro- 
blema. 

Geom. Anal. 33 
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309. Trovare la polare reciproca di un cerchio relativamente 
ad un altro. Ossia trovare il luogo del polo p ( fig. 8i ) relativa- 
mente al cerchio (0) dì una tangente PT al cerchio (C). Sia MN 
la polare del punto C relativamente al cerchio 0 : essendo MN 
e PT le polari dei punti C e p avremo per V art. 98 la relazio- 
ne-^ =^; e siccome il primo rapporto è costante sarà la di- 
stanza di p da O alla distanza da MN nel rapporto costante di OC 
a CP : il luogo dunque ò una conica di cui O è il fuoco , MN la 

OC 

corrispondente direttrice ed ^ I’ eccentricità. Cosi l' eccentricità 


sarà maggiore minore o uguale all' unità secondochè il punto O è 
fuori dentro o sulla circonferenza del cerchio C. Quindi la polare 
reciproca di un cerchio è una conica ài ctu f orìgine à un fuoco , 
la retta corrispondente al centro ne é la direttrice , e sarà ellisse, 
iperbole o parabola secondochè V origine è dentro, fuori o nàia cir- 
conferenza del cérchio. 

310. Ecco alcune proprietà relative agli angoli dedotte me- 
diante il teorema dell' art. 308. 


Due tangenti qualunque ad un La congiungente il fuoco col pun- 
cerchio famio angoli ugtuli colla to d' incontro di due tangenti bi- 
corda di contatto. seca l' angolo formato dalle con- 

ginngcnti il fuoco coi ponti di con- 
tatto ( art. 196 ). 

Infatti r angolo formato da una tangente PQ {fig. 83) a dalla 
corda di contatto PP' è ugnale all'angolo sotteso nel fuoco dai 
punti corrispondenti p,q ; similmente l' angolo QP'P è uguale al- 
r angolo sotteso da p' e g ; e siccome QPP’ =s QP'P sarà pure 
pOq=zp'Oq. 

Una tangente al cerchio è per- Un punto di una conica , ed il 
pendicolare alla congiungente il pun- punto in cui la sua tangente taglia 
to di contatto col centro. la direttrice sottendono tm angolo 

retto nel fuoco. 

Si deduce dal precedente ricordando che la direttrice della 
conica corrisponde al centro del cerchio. 

Una retta è perpendicolare alla Un punto e l’ incontro della sua 
congiungente del suo polo col cen- polare eolia direttrice sottendono 
tro del cerchio. un angolo retto nel fuoco. 
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oougiUDgeote di un punto Col 
contro del cerchio fa angoli ugnali 
colia tangenti condotte per quetto 
ponto. 

Il luogo del punto d’ incontro del- 
ie tangenti ad un cerchio che si ta- 
gliano sotto un angolo dato è un 
cerchio concentrico. 

L’ inviluppo della corda ^ con- 
tatto delle tangenti che si tagliano 
sotto un dato angolo è un cerchio 
concentrico. 

Se per nno stesso punto si con- 
ducono le tangenti ad una serie di 
cerchi concentrici il luogo dei punti 
di contatto sarà un cerchio che pas- 
sa pel punto e pel centro comune. 


Se si cougionge il punto in cui 
una retta taglia la direttrice col fuo- 
co , la congiongente bisecherà l’ an- 
golo compreso dai raggi focali con- 
dotti ai punti nei quali la retta ta- 
glia la curva. 

L’ inviluppo di una corda di una 
conica che sottende un dato angolo 
nel fuoco è una conica che à lo 
stesso fuoco c la stessa direttrice. 

Il luogo del punto d’ incontro 
delle tangenti la cui corda sottende 
un dato angolo nel fuoco è una co- 
nica avente lo stesso fuoco e la 
stessa direttrice. 

Se una retta taglia una serie di 
coniche aventi lo stesso fuoco e la 
stessa direttrice 1’ inviluppo delle 
tangenti alle coniche nei punti in 
cut sono tagliate dalla retta sarà una 
conica avente lo stesso fuoco e tan- 
gente la retta e la direttrice. 


Se in quest' ultimo teorema la retta si suppone a distanza in- 
nnila si à che l’inviluppo degli asintoti di una serie d'iperboli 
aventi lo stesso fuoco e la medesima direttrice è una parabola che 
à lo stesso fuoco , e che tocca la direttrice comune. 


Se per nn ponto della circonfe- Il Inogo della intersezione delle 
renza di nn cerchio si condneono tangenti ad una parabola che com- 
doe corde che comprendono un an- prendono un angolo retto è la di- 
golo retto , la retta che conginnge rettrice. 
le loro estremità passa pel centro. 

Si è detto una parabola perchè prendendo per origine il punto 
del cerchio pel quale si conducono le corde la polare del cerchio 
è una parabola {art. 509). 

L’invilnppo della corda di on II luogo del punto d’ incointro 
cerchio che sottende un angolo dato delle tangenti ad una parabola che 
io on punto dato salta curva è on fanno tra loro un dato angolo è 
cerchio concentrico. nna conica avente lo stesso fuoco 

e la medesima direttrice. 
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Data la base e l’ angolo al Dati di posiaione duo lati di on 

tico di nn triangolo , il luogo del triangolo e I’ angolo sotteso dalla 
rertice è un cerchio che passa per base in un dato ponto , l’ invilop- 
•t r estremità della base. po della base è una conica di cui 

questo punto è il fuoco ed i lati 
due tangenti. 

Il luogo deir incontro delle tan- L’ inviluppo di una corda di una 
genti ad una ellisse o iperbole che conica che sottende on angolo retto 
formano nn angolo retto è un cer- in un punto fisso è una conica di 
ehio. cui questo punto è un fuoco. 

Se da un punto qualunque della circonferenza di un cerchio 
si abbassano le perpendicolari sui lati di un triangolo inscritto, i 
tre piedi staranno in linea retta (art. 406). 

Se prendiamo il punto fisso per orìgine al triangolo inscritto 
in un cerchio corrisponderà un triangolo circoscritto ad una para- 
bola ; cd al piede della perpendicolare ad una retta corrisponderà 
una retta che passa pel punto corrispondente e perpendicolare al 
raggio vettore dell' orìgine. Quindi : se si congiunge il fuoco con 
ciascun vertice di un triangolo circoscritto ad una parabola e dai 
vertici si conducono le perpendicolari alle congiungenti, queste pas- 
seranno per uno stesso punto. Perciò se si descrive un cerchio che 
abbia per diametro il raggio vettore corrispondente al punto, pas- 
serà ' pei vertici del triangolo circoscritto. Dunque : date tre <an- 
gatUi ad una parabola , il luogo del fuoco è U cerchio circoscritto 
( art. 428 ). 

U luogo del piede della perpeii- Se per un punto qualunque si 
dicolare ( o di una retta che fa un conduce un raggio vettore ad un 
angolo costante colla tangente) con- cerchio l’ inviluppo della perpendi- 
dotta dal fuoco di un’ ellisse o iper- colare condotta dall’ estremità ( o 
bolo sulla tangente è un cerchio, di una retta che fa un angolo co- 
stante ) è una conica che à il punto 
fisso per fuoco. 

311. Avendo nel precedente articolo ridetto alia sua massima 
semplicità il metodo di trasformare i teoremi relativi agli angoli, 
passiamo a dichiarare come i teprmni concernenti la grandezza delle 
rette che passano per V origine possano facilmente trasformarsi me- 
diante il primo tcoreou dell' art. 308. Cosi , per esempio : la som- 
ma ( n la differenza , se l' origine è fuori del cerchio ) delle per- 
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pendicolari abbassate dall’ origine sopra due tangenti parallele ad 
un cerchio è'costante ed eguale al diametro del cerchio ; e sicco- 
me a due rette parallele corrispondono due punti posti sopra una 
retta che passa per l’ origine si deduce che la somma delle rcci- 
prochc dei segmenti di una corda focale di un’ellisse è costante. 

Sappiamo ( ari. i98 ) che questa somma è la reciproca del semi- 
parametro deir ellisse ; c poiché dipende , per quel che si è detto, 
dal diametro e non dalla posizione del cerchio reciproco, conchiu- 
'diamo che le reciproche dei cerchi uguali , relaticamenle ad una 
origine qualunque , anno lo stesso parametro. 

Il rettangolo dei segmenti di una II rettangolo delle perpendicolari 
corda condotta in un cerchio per condotte dal fuoco sopra due tan- 
r origine è costante. genti parallele è costante. 

Quindi data la tangente che dall’ origine si conduce ad un cer- 
chio è dato l’asse coniugato dell’iperbole reciproca. E di più il 
teorema che la somma delle distanze focali di un punto qualunque 
di un’ ellisse è costante può tradursi cosi : 

La somma delle distanze dal fuo- La somma delle reciproche delle 
co dei punti di contatto delle tan- perpendicolari abbassate da un pun- 
genti parallele ò costante. to qualunque sopra due tangenti ad 

un cerchio , la cui corda di con- 
tatto passa per questo punto, èco- 
stante. 

312. Molte relazioni riguardanti la grandezza delle rette che 
non passano per l’ origine possono trasformarsi mediante il teorema 
dell’ art. 98. Cosi sappiamo che se PA , PB , PC , PD sono le per- 
pendicolari abbassate da un punto di una conica' sopra i lati di un 
quadrilatero inscritto sarò PA • PC = I: • PB- PD ( art. 260). Questa 

PA PC PB PD 

relazione può scriversi anche cosi ^‘Qp = *'OP'op" ^ 

sono i punti corrispondenti alle rette A , B , C , D ; ed ap la per- 
pendicolare abbassata da a sulla retta corrispondente al punto P 

si à Qp=^ » ® stesso per gli altri lati; e di più Oa, 06, Oc, Od 

sono costanti ; conchiudiamo che se un quadrilatero è circoscritto 
ad una conica , il prodotto delle perpendicolari condotte da due ver- 
tici opposti sopra una tangente qualunque serba un rapporto co- 
stante al prodotto delle perpendicolari abbassate dagli (diri due vertici. 
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Il prodotto delle perpendicolari 
abbassate da un ponto <|ualunquo 
di una conica sopra due tangenti 
serba un rapporto costante al qua- 
drato della perpendicolare condotta 
sulla corda di contatto ( art. Ì60 ). 


Il prodotto delle perpendicolari 
abbassate da due punti fissi di una 
-cotiica sopra una tangente serba un 
rapporto costante al quadrato della 
perpendicolare abbassata sulla me- 
desima tangente dal punto d* incon- 
tro delle tangenti ai punti predetti. 
Nondimeno se l'origine si prende sulla corda di contatto il 
teorema reciproco sarà le intercelle prodotte da una tangente va- 
riabile sopra due tangenti parallele danno un prodotto costante. 


Il prodotto delle perpendicolari 
abbassate sopra una tangente ad una 
conica da due punti fissi ( i fuochi ] 
è costante. 


Il quadrato del raggio vettore 
condotto da un punto fisso ad un 
punto qualunque di una conica ser- 
ba un rapporto costante al prodotto 
delle perpendicolari condotto per 
questo punto della conica sopra due 
rette fisse. 


313. Molti teoremi relativi alla grandezza possono ridursi a 
teoremi relativi alle rette divise armonicamente o anarmonicamente, 
e possono trasformarsi col seguente princìpio. A quattro punti di 
una retta corrispondono quattro rette che passano per un punto , 
ed il rapporto anarmonico delle quattro rette è lo stesso che quello 
dei quattro punti. 

€iò è evidente , poiché cioscuu lato del fascio condotto dal- 
r origine ai punti della retta è perpendicolare ad una delle rette 
corrispondenti. Possiamo cosi dedurre le proprietà armoniche delle 
coniche in generale da quelle del cerchio. 

Il rapporto anarmonico del fascio □ rapporto anarmonico dei punti 
che congiunge qoattro punti di una in cui quattro taugenti ad una co- 
conica ad un quinto qualunque è nica tagliano una quinta tangente 
costante. qualunque è costante. 

11 primo di questi teoremi è vero pel cerchio , poiché tutti 
gli angoli del fascio sono costanti ; quindi il secondo é vero per 
tutte le coniche. Il secondo teorema é anche vero pel cerchio , 
poiché gli angoli che i quattro punti sottendono nel centro sono 
costanti ; quindi il prinoo teorema é vero per tutte le coniche^ 
Esaminando gli angoli che nelle figura reciproca corrispondono agli 
angoli che sono costanti nel raso del cerchio si vedrà facilmente 
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cbe gli angoli che i quattro punti delia tangente variabile sotten- 
dono in imo dei fuochi sono costanti ; e che sono pure costanti 
gli angoli che sottendono nel fuoco i quattro punti in cni un fa- 
scio inscritto taglia la direttrice. 

Similmente il teorema dell' art. 149 è reciproco di quello dek 
r articolo 147 ; e tutti e due , essendo veri pei cerchio ànno luogo 
per tutte le coniche. 

314. 11 rapporto anarmonico di una retta non è la sola re- 
laxione , riguardante la grandeua delle rette , che può tradursi in 
finzione degli angoli sottesi dalle rette in un punto fisso. Poiché, 
se questa relazione è tale che sostituendo ( come nell' art. 54) t 

ciascuna retta AB eh essa contiene 1 espressione , 

si trasforma in una relazione tra i seni degli angoli sottesi in un 
dato punto 0; questa relazione sarà parimente vera per ciascuna 
trasversale che taglia le coagiungenti il punto 0 coi punti A3> ecc. 
e prendendo il punto dato per origine può facilmente dedursi il 
teorema reciproco. Per esempio , il seguente teorema , dovuto a 
Carnot, è una deduzione immediata dell’ art. 151. Se una eonica 
taglia U tato AB di un triangolo nei punti c,c' ; ti lato BC in a, a'; 
ed il lato AC m b.b' sarà 

AeAe'BnBo'-CòCò' 

AÒAà'-BcBc'CaCa'”*’ 

Ora é chiaro che questo rapporto può trasformarsi sostituendo a 
ciascuna retta Ac , cce. il seno deU' angolo AOe ehe è sotteso in 
un punto fisso : e se si prende il recipaoco di questo teorema si 
avrà quello dell' art. 290. 

315. Avendo dichiarato in che modo si formano i rec^roci di 
teoremi particolari , aggiungeremo alcune considerazioDi riguardanti 
le coniche reciproche. 

Abbiamo dimostrato ( art. SffJ ) che la reciproca di un cer- 
chio è una ellisse , iperbole , o parabola secoadochè V origiDe è 
dentro , fuori , o sulla circonferenza del cerchio : estendiarao que- 
sta conchiusione a tutte le coniche. È chiaro che quanto pki una 
retta o un punto è vicino all' origine , tanto più il punto o la retta 
corrispondente sarà lontana : che se una retta passa per f origine 
il punto corrispondente sarà posto a distanza infinita ; e ohe la retta 
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cnirispondcntc all' origine è posta pure a distanza inflnita. Dunque 
0 due tangenti condotte dall’ origine ad una Ggura corrisponderanno 
sull' altra figura due (Hinti posti a distanza infinita : se per l' ori- 
gine si possono condurre due tangenti reali la reciproca avrù due 
punti reali posti all’ inGnito e sarà un' iperbole : se le tangenti con- 
dotte dall’ origine sono immaginarie la reciproca sarà un' ellisse: fl- 
nalmcntc se l' origine è sulla curva le tangenti saranno coincidenti , 
ed i punti posti a distanza infinita sulla reciproca coincideranno, 
e sarà perciò ima parabola. E poiché la retta posta a distanza in- 
finita corrisponde alforigine, si vede che se f origine è sulla cur- 
va , la retta posta a distanza infinita sarà tangente la curva reci- 
proca ; donde , conrormemente all' art. 255 ogni parabola d una 
tangente posta alf infinito. 

Cosi r osemp. 2 dell' art. 185 è il reciproco del teorema del- 
l'art. 226. 

316. Ai punti di contatto di due tangenti condotte dalf ori- 
gine debbono corrispondere le tangenti ai due punti posti all' ioG- 
nito sulla reciproca ; vale a dire gli asintoti di questa. L’ eccentri- 
cità dell’iperbole reciproca dipende solo dalf angolo degli asintoti, 
quindi dipenderà solo dall' angolo delle tangenti condotte dall’ ori- 
gine alla curva primitiva. 

Inoltre f intersezione degli asintoti della reciproca ( cioè il 
centro ) corrisponde alla corda di contatto delle tangenti condotte 
dall'origine alla curva primitiva. Un caso particolare di questo 
teorema si à quando si dimostra che al centro di un cerchio, cor- 
risponde la direttrice della conica reciproca , poiché la direttrice 
è la polare dell’ origine che è il fuoco di questa conica. 

Possiamo similmente trovare gli asti della reciproca , poiché 
SODO le rette condotte pel centro parallelamente alle bisecanti in- 
terna ed esterna dell'angolo delle tangenti condotte dalf origine. 
Cosi possiamo ( mediante il teorema art. 194 ) dedurre che se per 
r origine si fa passare una conica omofocale alla proposta, gli assi 
della reciproca saranno paralleli alla tangente ed alla normale alla 
conica omofocale nell’origine. Questo enunciato è preferibile poi- 
ché suppone che l' origine è dentro la curva. 

317. Dati due cerchi possiamo per quel che si é detto pre- 
cedentemente trovare un punto talché le reciproche di tutti e duo 


Digitized by Google 


r 

I 


( 265 ) 

i cerchi (iaiio (uniche omofoceUt. liifatlu , sicCuiue le reciproche 
di tulli i cerchi debbono avere un fuoco comune ( l’ origine ) per- 
chè r altro fuoco sìa comune è necessario solo che le due curve 
reciproclic abbiano il medesimo centro , vale a dire che la polare 
dell' origine relativamente ai due cerchi sia la medesima , ossia 
che l’origine sia uno dei due punti determinati nell' art. 116. Per- 
ciò dato un sistema di cerchi come nell’ art. 114, le loro reci- 
proche relativamente ad uno di questi punti limili sarà un sistema 
di coniche omofocali. I teoremi dunque risguardanti le coniclm 
omufocali si trasformano in teoremi relativi ad un sistema di cer- 
chi. Per esempio il teorema dell' art. 194 corrisponde al seguen- 
te ; la langenle comune a due cerchi soUeiule un angolo retto in . 

uno dei punti limiti. Il teorema dell’ art. 194 corrisponde all’ altro: * 

se um retta taglia due cerchi le intercelte sottendono angoli uguali 
nei punti limiti ; ovvero per l’ esemp. 3 art. 231 tm punto fisso, 
ed il punto pel quale jtassa la sua polare (art. 115) sottendono 
un angolo retto nei punti limili. 

Possiamo qui osservare che il metodo delle polari reciproche 
dà una soluzione molto semplice del problema di descrivere un cer- 
chio tangente tre cerchi dati. Il luogo del centro di un cerchio 
tangente due dei cerchi dati (1) e (2j è evidentemente un' iperbole 
che à per fuochi i (Kintri dei cerchi * poiché il luogo in esame è 
quello del vertice di un triangolo di cui è data la base e la dif- 
ferenza dei lati. I.a polare dunque del centro relativamente ad uno 
dei cerchi dati (1) sarà sempre tangente un cerchio clic può fa- 
cilmente costruirsi ( art. 309 ). Similmente la polare del centro del 
cerchio tangente i due cerchi (1) c (3) deve sempre toccare un 
dato cerchio. Quindi se si conduce la- tangente comune ai due cer- 
chi cosi determinati , c si prende il polo di questa retta relativa- 
mente al cerchio (1) , si avrà il centro del cerchio tangente i tre 
cerchi dati ("). 

318. Date due coniche , vi sono tre punti talché le loro re- 
ciproche relativamente a ciascun punto sono curve concentriche. 
Poiché siccome questi punti sono quelli che àiino per polari rela- 
tivamente alle due coniche la stessa retta, così se si forma il co- 

[‘) Questa soluzione é stata prosa dagli Annali di fiergonne. 

Ceom. Anal. 34 
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inune qu«drilat«ro inscritto congiungendo i quattro punti d' incontro 
si nvrauBo i tre punti E , F , O ( vtgg. art. U9 etemp. 4 ). Que- 
sti punti sono reali anche quando le conidte si tagliano in punii 
immaginari. 

319. Trowre F equusionf dtUa rtciprocé di una «mica rrfa- 
tìMmenle al suo centro. 

Abbiamo trorato nell’ articolo 182 che la perpendicolare alla 
tangente può essere espressa in funtione degli angoli eh’ essa fa 
cogli assi e si è 


a* cos* e -t- ò* sen* a. 

Oiindi r equazione polare della curva reciproca è 

*• 

-; = a* cos*a+ò* sen* a , 
f 


ovvero 


a*x* 6*tf* 


che rappresenta una conica concentrica i cui assi sono le recipro- 
che degli assi della conica proposta. 

320. Drmare T iquazione della reciproca di una conica rela- 
tivamente al punto (x'^. 

La lunghezza della perpendicolare condotta da un punto 6 
( art. 483 ) 



k^o*co8* fl -H ò* sen* « — x' cos 9 


Jt'senfl 


quindi l' equazione della reciproca sari 

(xz:'-^yy'-+- k* )•=«•*• -t-ò*y*. 

321. Trovare la reciproca della conica 

ox’-t- o'y*4-o'V-H 26yz -+- 2ò'xz4-25"xy =0. 

Per simmetrìa porremo k*= — z* , e prenderemo la reci- 
proca relativamente al cerchio x*-t-y*-l-z*=0. La polare rela- 
tivamente a questo cerchio di un punto della curva reciproca sarà 
tangente la curva data. E poiché 1’ equazione della polare è xx'-j- 
yy'-h 2 z'= 0 , esprimendo la condizione ( art. 45i ) che questa retta 
è tangente la conica data, l'equazione deHa reciproca sarà 
( a'o"— ò*) a:* - 4 - (a"o— 6'*) y'-f- (aa'-6''») z* -|- 2 (b'b"— db) zy -|- 
2 (6"6 — a'b') IX -h 2 (66'— o"6")xy = 0. 

. Nell’ art. 2% abbiamo veduto che i coefDcicnli di questa equa- 
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dV dV 

lione sono uguali r , ecc. Dinoteremo in seg;uito questi 

coefllcienti con V, , , V„,< , , Vj. ; V^„. È facile dedurre da 

questa equazione le proprietà che in altro luogo abbiamo ottenute 
geometricamente ; cioè se fa curva è una parabola , l’ origine sarà 
un punto della curva reciproca , ecc. 

Etemp. 4. Trovare l' equazione della reciproca di una conica data. 

È chiaro che sarà espressa dalla curva primitiva. L’ equazione sarà 
(V.V.,-V;)«*+ecc =0, 

e ponendo in luogo di V, , V.. ecc. i loro valori , questa equazione si 
troverà uguale all’ equazione data moltiplicata per V. Sioailmenb: zl db 
mostra che la variante della reciproca è V*. 

Esemp. 2. Trovare la reciproca di un sistema di coniche che pas> 
sano per quattro punti. 

Essendo S + àS— 0 l' equazione di qua conica del sistema , quella 
della reciproca si otterrà scrivendo a-|-àA in luogo di a, u' + àA' 
in luogo di a' , ecc. hcU’ cqua;th>ae della reciproca. È facile vedere che 
il risultato conterrà à al secondo grado; e ebe l'equazione cercata sarà 
2-i-ft(()+à*35'=0 in cui ? , 5' sono le reciproche di S ed S' , c 
«P=(o'A"+a"A'^2iB)a:»-j-(a"A-l-aA" — 2à'B')V-h(oA'-|-q'A— 
2à"B» ] z*-l- « ( *'?"+ b"B'— oB— *A) «'B'->-6'A')zx+ 

9 à‘B — tt''B'<— à"A") xy . 

Or poiché il sistema proposto delle coniche passa per quattro punti 
fìssi il sistema reciproco toccherà sempre qnattro rette 6sse : ma la for- 
ma deU’equazione dimostra che la reciproca è sempre tangente a 4%3S'=<r*, 
questa dunque sarà l'equazione delle quattro rette tangenti comuni a 
S , S' e le altre coniche del sistema reciproco. La forma 4SS'=f* del- 
r equazione delle quattro tangenti prava che 3 è toccata da questa retta , 
e che f passa pei punti di eonlatto; similmente <f passa pei quattro 
punti in cui 2' è toccata dalle tangenti comuni: Dunque gli otto punti 
di contatto delle tangenti comuni alle due eoniebe 2 , sono posti sulla 
conica <p. 

Esemp. 5. Trovare I' equazione della tangente Comune ad fi ed fi'. 

U sistema reciproco al sistema delie coniche che anno le stesse 
tangenti comuni passa per qnattro punti fissi , e sarà 2-f-i2'=0. For- 
mando dunque il reciproca di questo sistema avremo VS-|-àF-|- à*V'S'=0 
in cui F esprime ciò che diviene <p quando in luogo di A , A' eoe. nella 
reciproca si pongono V, , V,, ecc. L’ equazione delle tai>genli sarà per- 
ciò F*a=4VV'8S'. 
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Esemp. 4. TrovarL- l' inviluppo di un sistema di coniche omofocali. 
, »• «• 

L’equazione di questo sistema e i : « quella del re- 

ciproco sarà {art. 5/9) (o* — k')x*+(b* — k‘)y*=i ; e siccome que- 
sta rappresenta nn sistema di coniche che passano per i quattro punti 
d’incontro di a*x*-t-6*y* — 1 ed x*+y*, si conchiude che il sistema 
di coniche omofocali è tangente quattro rette fisse. 

Ordinando I’ equazione di queste tangenti si à 

( />‘x*+a’y‘— aV/’ ) + k‘{a*-j-b»— x’— y')—k*=0, 
dalla quale si deduce eh’ esse sono tangenti ad 

— *•— y*)*-f-4 {b•x*-^-a'y* — n*ft*)=0 , 
o che è io stesso ad 

[y*-f-(x— c)»] [y«-f- (jT-t-c)*] =0 , 
risultamento conforme a quello dell’ art. 282. 

Etemp. S. L’ equazione delle due tangenti condotte dal ponto x'y'z' 
ad S si ottiene sostituendo yz' — zy' , zx' — xz ' , xy’—yx' in luogo di 
x,y,z nell’ equazione della reciproca. 

Infatti ogni punto di una delle tangenti condotto per x'y'z' gode 
delia proprietà che la congiungentc col punto x’y'z' è tangente la curva: 
quindi per trovare l’equazione delle due tangenti basta esprimere la 
condizione ( ort. 154 ) che la conginngente due ponti , cioè 

',y'z"—y"z'] + y {x"z’—x'z") + Z ( x'y"— x"y') = 0 
è tangente la curva, c considerare variabile il punto x"y''z". E poiché 
( art. 321 ) i coefficienti sono i medesimi tanto nella condizione anzi- 
detta quanto nell’ equazione della reciproca della curva , cosi il teorema 
proposto diviene evidente. 

Nell' art. 130 abbiamo trovato 1’ equazione delle due tangenti sotto 
altra forma , quindi avremo 

(oa;*-|-n'y*-|-ecc.)(oa:'*-H»y*-|-ecc.)— (o®x'-|-o'yy'-t-ecc.)* 
s=V.(yx' — Jcy')*-|-V,, {zx' — j-s')*-t-ecc. 

Similmente sarà 

( V.a:*-+- ecc.) ( ecc. ) — ( V.a:x'-t- ecc . )•= V [ a{yz' — xy^)* -4- ecc .] . 

Etemp. 6. Dimostrare che se due coniche ànno un doppio contatto 
con una terza , le reciproche ànno un doppio contatto tra loro {art. 294 ). 

La reciproca di è (<ir/.297) S-f-[a(mz — ny)*-|-ecc.]. 

E poiché ( etemp. 5 ) 

V [ 0 (in s — ny)*-!- ecc. ] = S \J* -t- ecc. ) — ( V,te-|- ecc.)* ; 
la reciproca sarà 

t V -HV./’+ccc.) ] - ai ( V.fx+ A)-= 0 , 
che rappresenta una conica avente un doppio contatto con 5. 
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322. Data la recìproca di una conica relativamente nll' ori- 
gine delle coordinate^ trovare l’ equazione della sua reciproca re- 
lativamente ad un punto {x'y'). 

Se la perpendicolare condotta dall' origine sulla tangente èP 
quella condotta dal punto {x'y') sarà ( art. 27 ) 

P — x' cos9 — y'scnfl , 

k* k* 

perciò l'equazione polare del luogo è — = - 5 - — x'cosO — y'senS; 

f tt 

donde ' 

*• x'x-\-y’y-^-k* , Rcos# pcos* 

R= f— ^~= x T' +yy'^n ?' 

si vede dunque che bisognerà sostituire nell' equazione della reci- 
proca proposta — , f in luogo di x , c — , * — 7 - in luo- 

* * xx+yy'-ì-k' ° xx-l-yiL-t-* 

go di y. 

Il risultato di questa sostituzione può scriversi nel seguente 
mudo. Se l'equazione della reciproca relativamente all' origine à 
la Torma ( ari. 27/ ) 

w„-t- M—. -+- ecc . , 

la reciproca rispetto ad un altro punto avrà la forma 
^ , / xx'+yy' + k’\ /xx'-i-yy'+k‘\* 

^ ««"" 

che sarà dello stesso grado delia reciproca proposta. 

323. Prima di abbandonare T argomento di che ci siamo finora 
occupati , vogliamo accennare una classe di teoremi per la tra- 
sformazione dei quali il signor Chasles propone di prendere per 
conica ausiliare una parabola in luogo di un cerchio. Abbiamo di- 
mostrato ( ari. 2i6 ) che l' intercetta sull' asse della parabola tra 
due rette è uguale all’ intercetta tra le perpendicolari condotte sul- 
r asse dai poli di queste rette. Questo principio ci autorizza a 
trasformare immediatamente i teoremi relativi alla grandezza delle 
rette misurate parallelamente ad una retta data. Daremo uno 0 
due esempli dell’ applicazione di questo metodo , premettendo che 
a due tangenti parallele all’asse della parabola ausiliare corrispon- 
dono due punti della reciproca posti a distanza infinita ; c che 
perciò la curva sarà ellisse 0 iperbole secondochè queste tangenti 
sono immaginarie 0 reali. La reciproca sarà un’iperbole se l'asso 
passa per un punto posto all’ infinito nella curva primitiva. 
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Una tangente gualunque ad una conica intercetta sopra due 
tangenti parallele due porzioni il cui reUangolo è costante. 

Ai due punti di contatto delle tangenti parallele corrispon- 
dono gli asintoti deir iperbole reciproca , ed ai punti d' incontro 
delle tangenti paralleie colla terza corrispondono le parallele agli ^ 
asintoti condotte per un punto qualunque. Si à dunque pel primo 
esempio che gli asintoti e le parallele ad essi condotte da un punto 
qualunque della curva intercettano sopra una retta fissa delle por- 
zioni il cui rettangolo è costante; il che equivale al teorema. 

Il rettangolo delle parallele agli asintoti condotte da un punto 
della curva è costante. 

Le corde condotte da due ponti 8o una tangente ad una parabola 
fissi di una iperbole ad un terzo incontra due tangenti fisse le per- 
punto variabile intercettano una lun- pendicolari condotte dalle sue estre- 
ghezza costante sull’asintoto. mità sulla tangente al vertice in- 

tercetta una lunghezza costante su 
questa retta. 

Questo metodo delle polari paraboliche è molte più limitato 
nelle sue applicazioni che quello delle polari reciproche circolari , 
i cui vantaggi nel trasformare i teoremi riguardanti la grandezza 
sono stati poco apprezzati dal signor Gbasles, 

PROPRIETÀ ARMONICHE EH ANARMONIGHE DELIE CONICHE (*}. 

324. Le proprietà armoniche ed enarmoniche delle coniche 
ànno si numerose applicazioni nella teorica di queste curve , che 
non sarà privo di utilità il porre sotf occhio ai giovani il numero 
dei teoremi particolari che sono direttamente compresi negli enun- 
ciati generali di tali proprietà , o che possono facilmente dedursi. 

1 casi che principalmente esamineremo sono quando uno o 
tutti e quattro i punti della retta divisa anarroonica mente sono po- 
sti a distanza infinita. Il rapporto anarmonico dei quattro punti 

AB’CD 

A , B , C , D essendo in generale ^ , se il punto P è posto 

(*) La ricerca delle proprietà armoniche delle conkhe è dovuU al 
signor Chules. 
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a distanza inQnito il rapporto ^ sarà uguale all\ unità, ed il rap- 

AB 

porto anarmonico diviene Se la retta è divisa armonicamente 

il rapporto precedente jjgTgg sarà uguale all’unità ; e se il pun- 
to D è a distanza infinita , la retta AC sarà bisecata in B. Sup- 
poniamo che i giovani non ignorano la ricerca geometrica di que- 
sto e degli altri teoremi fondamentali che ànno relazione colla di- 
visione anarmonica. 


3Stó. Cominceremo col teorema dell’ art. 147. Se vna reua 
condotta per 0 taglia una conica nei punti R' , R" , e la polare 
di O in R , la retta OR'RR” sarà divisa artnonicamenle. 

Primo. 11 punto R" sia a distanza infinita: la OR sarà bi- 
secata in R'. Dunque se per un punto fisso si conduce la pa- 
rallela ad un asintoto di un’iperbole , o ad un diametro di Mna 

par^ la interceda tra U punto e la sua polare sarà bisecata 
dalla curva (art. 216). 


Secondo. Il punto R sia a distanza infinita : la R'R" sarà bi- 
secaU in O. Dunque : se per un punto di una corda si conduce 
la paraUela alla polare di guesto punto resterà bisecata. Se la po- 
lare di O è posta a distanza infinita ogni corda condotta per que- 
sto punto taglia la polare all’infinito ed è bisecata in O Questo 
punto sarà dunque il centro ; cioè il centro può essere considerato 
come un pum > la cui polare è poua a distanza infinita (m. 157). 

® Stette con- 

d«ll« 

polare d. 0. Dunqué : i dèametri di una conica possono essere ri- 
guardati come le polari di punti posti a disianza infinila , nei guali 
s ine ere ro le corde corri^ondenti a ciascun diametro (art. S9t) 

^ delta potare 41 ™ 


(2Aj5-t-Bv + Dl-l-f2r»-ilB.-r-i.i?vy| I 

* 

poiché se il pu^to x'y' è posto a distanza infinita sulla reità 
y nx , sarà ed x infinita; e l’equazione della polare 
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m ( 2Ax + Bi/ -t- D ) + n ( 2Cy -+'Bj:-t-E)=0," 
die rappresenta un diametro coniugato di niy = nx (ari. /S9'. 

326. Possiamo similmente fare delle deduzioni particolari dui 
teorema dell' art. 149 , che le due tangenti condotte da un punto 
qualunque , una retta qualunque condotta per lo stesso punto e la 
retta condotta al polo di quest' ultima costituiscono un fascio ar- 
monico. 

Così : se una delle rette del fascio è un diametro , l' altra 
sarà parallela al suo coniugato c poiché la polare di un punto qua- 
lunque dì un diametro è parallela al suo coniugato ne segue che 
la parte intercetta tra le due tangenti di una parallela alla polare 
del punto è bisecata dal diametro condotto che passa pel punto 
d' incontro delle tangenti. 

Inoltre : se il punto è lo stesso centro le due tangenti sa- 
ranno gli asintoti. Dunque : gli asintoti ed un sislenut di diametri 
coniugati costituiscono un fascio armonico ; e la parte di una tan- 
gente intercetta tra gli asintoti è bisecata dalla curva ( art. 201 ). 

327. L' esame delle proprietà anarmoniche dei punti di una 
conica (art. 260) dà luogo ad una varietà più estesa di teoremi 
particolari. Infetto i quattro punti della cuna possono essere qua- 
lunque ; uno 0 due possono essere a distanza infinita ; il punto O 
da cui parte il fascio può essere a distanza inQnita , o coincidere 
con uno dei quattro punti : in quest' ultimo caso uno dei lati del 
fascio sarà tangente in questo punto ; di più il rapporto anarmo- 
nico del fascio può esser determinato dai segmenti di una retta 
qualunque condotto attraverso il fascio ; la quale può essere pa- 
rallela ad uno dei lati del fascio , ed allora il rapporto anarmonico 
si riduce ad un rapporto semplice. 

Nei seguenti esempii che riporteremo come un esercizio par- 
ticolare ai giovani nello sviluppare lo conseguenze di questo teo- 
rema accenneremo solamente i punti dai quali parte il fascio , la 
retta sulla quale si calcola il rapporto , ed il teorema che se ne 
deduce , raccomandando ai giovani di esaminare in che modo cia- 
scun teorema è dedotto dal princìpio generale. 

Useremo 1' abbreviazione (O, ABCD ) per indicare il rapporto 
anarmonico del fascio OA , OB , OC , OD. 
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Eitmp. /. (A , ABCD) = (B, ABCD) (/!?. SS). 

Valutiamo questi rapporti per mezzo dei segmenti della retta CD: 
le tangenti in A c B taglino la CD nei punti T , T' e la corda AB tagli 
la CD in K. I rapporti sono 

TK CD_KT' CD 
TD KC~ KD T'C ’ 

cioè se una corda CD taglia due tangenti in T , T' e la corda di con* 
tatto in K sarà 

KC KT' DT=KD KT C'T. 

( È necessario che i giovani abbiano l’ accortezza , in questo come nei 
seguenti esempii , di prendere i punti del fascio nello steeso ordine in 
tutti e due i membri dell’eguaglianza. Cosi nel primo membro pren- 
diamo K in secondo luogo , poiché corrispondente al lato OB del fascio; 
e nel secondo membro prendiamo K in primo luogo poiché corrispon- 
dente al lato OA ). 

Etemp. S. Se i punti T e T' coincidono sarà 
KCDT = KDCT, 

ossia : ogni corda condotta pel punto d’ incontro di due tangenti è di- 
visa armonicamente dalla corda di contatto ( art. 447 ). 

Etemp. 3. Se T' è ad una distanza infinita , ossia se la secante CD 
é parallela a PT' il rapporto si ridurrà a 
TK* = TC TD. 

Etemp. 4. Se uno dei punti è posto a distanza inSnita il rappor- 
to ( 0 , A^oo ) sarà costante. Calcoliamo questo rapporto sulla retta 
Coo. Siano a e é i punti nei quali la Coo é tagliata dalle rette AO,BO; 
Ca 

il rapporto si ridurrà a ^ , e se ne deduce che se le congiungenti due 

punti A , B di un' iperbole o parabola con un terzo punto variabile O, 
e la congiungentc AB incontrano una parallela ad un asintoto ( se la 
curva è iperbole ) o un diametro ( se la curva è parabola ) in a e 6 il 
rapporto Ca ; C6 sarà costante. 

Etemp. 5. Se lo stesso rapporto si esamina sopra un’altra retta 
parallela , le congiungenti di tre punti coii un quarto variabile taglie- 
ranno una parallela ad un asintoto o diametro in modo che oà : ac ri- 
sulta costante. 

Etemp. 6. Dall’ esemp. 4 si deduce che se le congiungenti A e B 
con un altro punto O' tagliano Coo in a' c b' si avrà 

ab aC 

7F' o'C " 

Supponiamo ora che il punto C sia posto a distanza infinita, la Coo di- 
Geom. Antd. 35 
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verrà un asintoto, il rapporto sarà uguale all’ unità , e le congiun- 

genti due punti qaalunque con un terzo punto variabile delt' iperbole 
intercettano sopra uno degli asintoti una porzione costante ( art. SOS ). 

Esemp. 7. ( A-ABCc»)=(B-iVBCoo) [fig. S6). 

Esaminiamo questi rapporti sulla retta Coe. Se le tangenti in A e B 
tagliano la Coo in <i e 6 , c ta corda di contatto in K avremo , 

a_CK . 

CK""0. • 


( si tenga presente 1’ avvertimento dell' esemp. 1 ). Cosi se una parallela 
ad un asintoto di una iperbole o ad un diametro di una parabola in- 
contra due tangenti e la corda di contatto , T intercetta tra la corda e 
la curva è media proporzionale tra le intercette tra la curva e le tan- 
genti. Ovvero , reciprocamente , se una retta aè parallela ad una retta 
data taglia i lati di un triangolo nei punti a , 6 , K ; e si prende no 
punto C talché sia CK*=Co.C6 il luogo di C sarà una parabola se Cb 
è parallela alla bisecante la base del triangolo (art. S46), in altro caso 
sari una iperbole di cui un asintoto è parallelo ad oè. 

Eiemp. 8. Siano i due punti fissi posti a distanza infinita sarà 
( 00 ■ ABÒsoo' ) = ( oo' • ABoeoc') ; 

le rette ocoo , oo'oo' saranno due asintoti e la congiungente oooo' sarà 


posta a distanza infinita. 

Esaminiamo questi rapporti Sul diametro O.A (fig. S7 ) , il quale 
incontri le parallele agli asintoti Boo , Boo nei punti o ed o' ; i rapporti 

diverranno Cosi le parallele agli asintoti condotte per un 

Oo OA 


punto qualunque di un’ iperbole tagliano un semidiametro qualunque in 
guisa cho esso semidiametro é media proporzionale tra i suoi segmenti 


contati dai centro. 

Reciprocamente se per un punto O si conduce una retta che taglia 
due rette Bo , Bo' e si prende su di essa un punto A talché OA sia una media 
i' , il luogo del punto A sarà un’ iperbole di cui O è il 
centro , e gli asintoti paralleli a Ba , Ba'. 

(oo • ABoooo' ) = (oo' • ABoooo’ ) . 


tra Oo , ed Oo' , 
ro , e gli as 
Esemp. 9. 


Oo 


... vfu 06' / « 

Esaminando questi rapporti sugli asintoti avremo qj=q^i l ^ 


sendo il centro ) ; cioè il rettangolo di una retta parallela agli asintoti 
condotta per un punto qualunque della curva é costante ( invertiamo il 
secondo rapporto per la ragione addotta nell’ esemp. 1 ). 

328. Esaminiamo ora alcuni casi particolari della proprietà 
anarmonica delle tangenti ad una conica ( art. S74 ). 
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Ettmp. t. Questa proprietà prende una (orma semplicissima se la 
curva è una parabola ; perchè nella parabola vi è sempre una tangente 
posta a distanza inGnita ( art. 25S ). Dunque tre tangenti ad una para- 
bola tagliano una tangente variabile nei punti A , 6 , C talché AB : AC 
è sempre costante. Se la tangente variabile coincide rispettivamente con 
ciascuna delle tre tangenti a\Temo il teorema ( fig. 69 ). 

fO_^_Or 

QR^Pg~rP 

Esemp. 2. Se due delle quattro tangenti ad un'ellisse o iperbole 
sono parallele , e la tangente variabile coincide successivamente con 

Ab 

ciascuna delle tangenti parallele; avremo nel primo caso ^ {fig.88), 
De' 

e nel secondo gj, : quindi il rettangolo A6-Di' è costante. 

Si può dedurre dalla proprietà anarmonica dei punti di una conica, 
che se le congiungenti un punto O della conica con A e D tagliano le 
tangenti parallele nei punti b ,b' il rettangolo AbxDb' è costante. 

DELLA INVOLCZiONB. 

329. Se si à un sistema di punti sopra una retta AfiCDE.... 
ed un altro sistema A'B'C'D'E' .... sulla stessa o sopra un'altra 
retta , questi due sistemi si dicono simili se il rapporto anarmo- 
nico di ogni quattro punti del primo è uguale a quello dei quattro 
punti corrispondenti del secondo. Cosi se congiungiamo i punti 
ABC .... {fig. 89) con un punto P , ed il fascio ohe pc risulta 
si taglia con una trasversale, si avrà un sistema ohe.... che sarà 
evidentemente simile al primitivo. Nella Ggura la trasversale è stata 
condotta per A , talché i punti A ed a coincidono. 

É sempre possibile di costruire un sistema simile ad un si- 
stema dato , e di più che tre punti qualunque A'B'C del nuovo 
sistema corrispondano ai tre punti ABC del sistema proposto. In- 
fatti condotta per A una retta che faccia angolo con AB si tagli 
su di essa a partire da A le oh , oc uguali ad A'B' , A'C' : le con- 
giiingenli Bb , O determineranno il punto P , che congiunto con 
D,E , ecc. darà i punti corrispondenti d , e , ecc. : quindi pren- 
dendo C'D' = cd , D'E' =d < , ecc. si avrà il sistema A'B'C'D'E'.... 
simile ad ABCDE.... 
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330. Quando due sistemi simili sono sulla medesima retta non 
avviene in generale che ogni punto à lo stesso punto corrispon- 
dente , quando si considera appartenente al primo e al secondo 
sistema. Cosi se nella figura consideriamo il punto A' come ap- 
partenente al primo sistema e si costruisce il punto corrispondente 
congiungendo PA' ecc. il punto cosi costruito in generale non 
coinciderà con A. Se però si verifica che i punti A ed A' scam- 
bievolmente si corrispondono , o che A si considera appartenente 
al primo sistema o al secondo , allora ogni coppia di punti corri- 
spondenti corrisponderanno, qualunque siano i sistemi cui si consi- 
derano , e tutti c due i sistemi si dice che costituiscono un siste- 
ma tn involuzione. 

Supponiamo , per esempio , che ai punti ABB'A' del primo 
sistema corrispondono A'B'&A del secondo , i punti 6 c B dovranno 
coincidere. Poiché essendo 

( ABB'A') = (A'B'6A), 

ovvero 

ABB'A'_A'B'iA 
AA' BB'~A'A B'fc ’ 


0 pure 


AB : BB' = Ab : 6B' . 


la retta AB' sarà divisa in 6 e B in due parti che sono nello stesso 
rapporto , e perciò i punti à e B dovranno coincidere. 

331. Due coppie di punii AA', BB' (fig. 90) determinano un 
sistema in involuzione. Infatti è un caso particolare dell' art. 329 
il determinare un sistema simile ad AA'BB'CD.... c di più che 
ad A , A' , B corrispondano A' , A , B'. Basta perciò condurre per A 
una retta ad angolo con AB, tagliare o'a=A'A , a'6' = A'B' c 
congiungerc le A'a , Bà' che s’ intersecano in P ; finalmente con- 
giungere PB' , PC , PD , ecc, queste congiungenti determineranno 
i punti corrispondenti del secondo sistema. 1 punti A , A' si di- 
cono coniugati l'uno dell'altro. 

332. Raccomandiamo ai giovani di costruire una tavola delle 
divei'se relazioni di grandezze tra tre coppie di punti in involu- 
zione dedotte dalla identità dei loro rapporti anarmonici. Per e- 
sempio , da ( ABCA') =-(A'B'C'A) si deduce 

ABCA'_A'B'-C'A 

AA'BCj~AA'B'C" 
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ovvero 

AB- CA' • BT. = A'B • C'A- BC. 

Lo sviluppo di queste relazioni non può presentare ditlicoltà : il 
solo caso che merita un’attenzione particolare è quello in cui uno 
dei punti à il suo coniugato ad una distanza iniinita. Ciò avviene 
se si conduce Po parallela ad AB , c che taglia a'b' in o , e si 
prende A'O = a'o. Il punto O avrà per suo coniugato un punto 
[K)sto a distanza iniinita : questo punto si chiama centro del si- 
stema dei punti in involuzione. 

In questo caso la relazione tra i punti prende una forma sem- 
plicissima ; poichò essendo 

(AB0O') = (A'B'O'O . 

ovvero 

A0.B0'_A'0'B'0. 

AO' BO~ A'O B'O' ' 

se il punto 0' si suppone a distanza infinita questa relazione si 
riduce ad 

OA-OA'=OB-OB : 

cioè : il prodotto delle distanze dal centro di due punti coniuyati è 
costante. È chiaro per la costruzione che abbiamo data in questo 
articolo che quando si ànno due coppie di punti di un sistema in 
involuzione si può costruire il centro. 

333. Alcuni scrittori ànno definito la involuzione dipendente- 
mente dalla proprietà che abbiamo dimostrata , chiamando un si- 
stema di pimti in involuzione quando serbano tra loro la relazione 

OA-OA' = OB-OB'=.... = c*. 

Si può allora dimostrare facilmente che il rapporto aoarroonico di 
ogni quattro punti di questo sistema è uguale a quello dei quattro 

coniugati ; poiché il rapporto anarmonico r'") ^ 

cui r é la distanza di ciascun punto da O ) non si altera se po- 
niamo per ciascuna delle distanze r la sua inversa. 

334. Un punto che coincide col suo coniugato è stato chia- 
mato dal signor Davies un fuoco del sistema dei punti in involu- 
zione. È chiaro che in ogni sistema vi sono due fuochi equidi- 
stanti dal centro , e questa distanza è data dall' equazione OF = 
OA-OA'. Quando A ed A' sono dalla stessa parte del centro si 
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— tt 

il OF=-l-c*, ed i fuochi sono reali; che se A ed A sono da 

parli opposte del centro sarà OF = — c* , ed i fuochi sono im- 
maginari. 

Due punti coniugati ed i due fuochi coetituiscono quattro punti 
di una retta divisa armonicamente. Poiché la relazione ( AFF' A') = 
(A'FF'A) dà 

AF.A'F' AF' A'F FA _ FA' 

AA'-FF'“ AA'-FF' F'A~F'A" 

cioè la distanza FF' dei fuochi è divisa internamente ed esterna- 


mente in porti che serbano lo stesso rapporto. 

Cor, Quando uno dei fuochi è posto a distanza in6nita l’al- 
tro biseca la distanza tra due punti coniugati ; e perciò la distan- 
za AB tra due punti qualunque del sistema è uguale a quella dei 
coniugali A'B'. 

335. Date due rnppie di punti del sistema possiamo trovare i 
fuochi ; o trovando prima il centro ( art, 332 ) , o direttamente 


come segue. Poiché F è coniugato di se stesso avremo 


(AFBA')=(A'FB'A), avvero 


AFBA' A'FB'A 
A'F BA~AF B'A' ’ 


e perciò 

AF* ,VT*= ABX AB' : A'Bx A'B' ; 
dunque il punto F divide la retta AA' internamente o esterna- 
mente in un rapporto dato. 

È importante di osservare che la relazione tra sei punti in 
involuzione è come quella notata nell’ articolo 314 , ed è tale che 
la medesima à luogo tra i seni degli angoli sottesi dalle distanze 
dei punti del sistema in un punto qualunque. Cosi se «n un fascio 
che unisce un punto con sei punti in involuzione si conduce una 
trasversale, questa resterà divisa in sei punti in involuzione, lìi più 
la reciproca di sei punti in involuzione è un fascio in involuzione. 

336. Passiamo ora ad accennare le più importanti applica- 
zioni di questi principii alla teorica delle coniche. 

Sia abed ( fig. 91 ) un quadrilatero inscritto in una conica ed 
una trasversale tagli la curva noi punti A , A', i lati ab , de in B,B , 
od i lati ad , he in C , C' ; i punti AA'BB'OC' saranno in involu- 
zione. Infatti per la proprietà anarmonica delle coniche si à 
{n-\dbX')-{c-Xdb\') , 
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ed osservando i punti nei quali questo fascio taglia la trasversale 
A A' si deduce 

( ACBA' ) = ( AB'C' A' ) = ( A'C'B'A ). 

Siccome due coppie di punti BB' , CX2' determinano un sistema in 
involuzione , i punti EE' nei quali una conica circoscritta al qua- 
drilatero abcd incontra la trasversale AA' apparterranno allo stesso 
sistema. Dunque un $i»tetna di coniche circotcritle ad un quadri- 
latero tagliano una trasverscde in un sistema di punti in involuzione. 

Reciprocamente se un sistema di coniche è inscritto nello stesso 
quadrilatero le coppie di tangenti da un punto qualunque forme- 
ranno un sistema in involuzione. 

337. Poiché le diagonali oc , bd possono considerarsi come 
una conica che passa per quattro punti , si deduce come caso par- 
ticolare che ogni trasversale taglia i quattro lati e le diagonali di 
un quadrilatero nei punti BB' , CC' , DD' che sono in involuzione. 
Questa proprietà serve a costruire il punto coniugato di un altro C 
quando sono date due coppie di punti BR , DD' dì un sistema in 
involuzione. Poiché preso un punto qualunque a e congiunte le 
flB , aD , aC si costruisca un triangolo bcd i cui vertici siano so- 
pra quelle congiungenti , e due lati passino per B' , D' ; il terzo 
lato passerà per C' che sarà il punto coniugato di C. Il punto a 
può prendersi a distanza iiifìnita, nel qual caso le aB , oD , aC sa- 
ranno parallele. Se il punto C si suppone a distanza infinita la co- 
struzione precedcnie servirà a trovare il centro del sistema e si 
riduce alla seguente. Per B c D si conducono due rette parallele 
Bò , De e per B' , D' due altre rette parallele D'ò , B'r ; la bc pas- 
serà pel centro del sistema. 

Esemp. 1. Se tre coniche sono circoscritte allo stesso quadrilatero, 
la tangente comune a due qualunque sarà tagliata dall’ altra conica ar- 
monkaniente. Perchè i punti di contatto della tangente sono i fuochi 
del sistema in involuzione. 

Esemp. 2. Se pel punto d’ intersezione delle corde comuni a due 
coniche si conduce una tangente ad una di esse , questa verrà divisa ai^ 
monicameiite dall’altra conica. Poiché in questo caso i punti D e D' 
della figura precedente coincideranno e perciò diverranno un fuoco. 

Esemp. 5. Se due coniche àono tra loro un doppio contatto , o un 
contatto di 3.° ordine, ogni tangente ad una di esse è divisa armonica- 
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mente dall’ altra e dalla corda di contatto. Perchè le corde comuni sono 
in questo caso coincidenti ed il punto in cui la trasversale taglia la corda 
di contatto sari un fuòco. 

Eiemp. 4. Descrivere una conica che passi per quattro punti a,b,e,d 
e tocchi una retta data. Il punto di contatto sarà uno dei fuochi del 
sistema BB'CC'.. e questi punti possono determinarsi come nell’ art. 331. 
Il problema ammette due soluzioni. 

Ettmp. 5. Se una parallela ad un asintoto taglia la curva in C ed 
un quadrilatero inscritto nei punti a,b,c,d sarà Ca'Ce=C6-Crf. Perchè C 
sarà centro del sistema. 

Etemp. 6. Risolvere gli eserapii dell' art. 327 come casi d’ invo- 
luzione. 

Etemp. 7. Le intercette tra un’ iperbole e gli asintoti sono uguali. 
Poiché in questo caso un fuoco del sistema è posto a distanza infinita 
{ art. 335 ) . 

338. Ecco alcuni esempli di problemi che possono facilmente 
risolversi mediante le proprietà enarmoniche delle coniche. 

Etemp. 1. Dimostrare il metodo di generazione delle coniche di 
Mac Laurin (or/. et. 4); ossia — Trovare il luogo del vertice 
V. ( fig. 92 ) di un triangolo i cui lati passano per A , B , C e gli an- 
goli alla base si muovono lungo lo rette Oo , Ob. 

Supponiamo che siansi descritti quattro di questi triangoli , e poi- 
ché il fascio (C , aa'a"a'") è lo stesso del fascio ( C , bh'b''b’" ) avremo 
[aa'a"a‘>') = {bb'b'b"'), 

e perciò 

(A-aa'a"o"')=(B-W>'6"6'"); 

' ovvero jier la qiiistionc in esame 

( A • VV'V "V"' ) = ( B- VV'V"V" ) ; 

quindi i punti A , B , V , V', V", sono sopra una conica. Or se 
supponiamo che i primi tre triangoli sono fissi è chiaro che il vertice 
variabile V"' starà sulla conica che passa pei punti A , B , V , V', V". 

Etemp. 2. Il signor Chasles à provato che la stessa dimostrazione 
à luogo se il lato ab in vece di passare costantemente per C tocca una 
conica tangente le rette Oa , 06 ; poiché in questo caso quattro posi- 
zioni qualunque di ab incontrano le Oa , 06 in punti tali che sarà 
(aoW") = (66'6"6'") (art. 274), 
ed il resto della dimostrazione procede come nell’ esempio precedente. 

Etemp. 3. Dimostrare il metodo, di Newton per la generazione delle 
coniche. Se due angoli di grandezza costante girano intorno due punti 
fissi V e Q [fig. 93] e due dei lati si tagliano lungo la retta AA' , il 
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luogo del punto d’ incontro degli altri due iati sari una conica che passa 
per P e Q. Poiché supponendo come nell’esemp. 1 che siano descritti 
quattro di questi angoli , avremo 

{ P. AA'A''A"' ) = ( Q- AA'A"A"' ) ; 

ma è pure 

( P • AA'A"A'" ) = ( P • VV'V"V"' ) , 

{ Q • AA'A"A"' ) = ( Q ■ VV'V"V'" ) , 
per essere gli angoli del fascio i medesimi : dunque sarà 
( P ■ V V'V "V"/ ) = ( Q • ) ; 

e perciò come nell' esemp. 1 il luogo di è una conica che passa 
per P,Q,V,V',V''. 

Etemp. 4. Il signor Chasles à esteso questo metodo di generazione 
delle coniche supponendo che due dei lati degli angoli si tagliano lungo 
una conica che passa pei punti P e Q. Perchè sarà pure in questo caso 
(P-AA'A"A'")={Q-AA'A"A"'). • 

Etemp. S. La dimostrazione sarà la stessa se in luogo di essere 
costanti gli angoli APV , AQV , intercettassero segmenti di costante 
grandezza sopra due rette date. Poiché proveremmo essere 
(P-AA'A"A"') = (P-VV'V"V'") , 

giacché tutti e due questi fasci tagliano intercette della stessa lunghezza 
sopra ciascuna delle rette. 

Cosi pure data la base di un triangolo , c la lunghezza dell’ inter> 
cetta tra i lati sopra una retta data , possiamo dimostrare che il luogo 
del vertice é una conica. 

Etemp. 6. L’ esemp. 1 si può anche generalizzare supponendo che 
le estremità della ab si muovono lungo una contea che passa pei punti 
A e B ; poiché prendendo quattro posizioni del triangolo abbiamo per 
r art. 275. 

(ooW") = (M'6''é"'); 

e perciò 

(A-oaW") = (B-W>'é"6"') : 
il resto della dimostrazione procede come nell' esemp. 1. 

Etemp. 7. Se la base di un triangolo passa pel punto C ove si ta> 
gliano le tangenti comuni a due coniche ; ile estremità della base ab 
sono ciascuna sopra una delle coniche ; ed i lati passano costantemente 
pei punti A e B posti ciascuno sopra una delle coniche ; il luogo del 
vertice sarà una conica che passa per A e B. 

La dimostrazione procede come sopra , partendo dal teorema di- 
mostrato nell' art. 275.- 

Geom, Atta}. 3C 
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È utile osservare che il teorema dell' art. 275 ammette una sem- 
plice dimostrazione geometrica. Intatto sia (0-ABCD) il fascio condotto 
pei punti corrispondenti a quelli di ( o , técd ). Le rette OA , oa si tagliano 
in r sopra una delle cordo comuni delle coniche ; similmente HO , bo 
si tagliano in r' sulla medesima corda, e cosi in seguito; dunque (rr'r'V'") 
misura il rapporto anarmoiiico di tutti e due i fasci. 

Esemp. 8. Nell’esemp. 6 si può supporre che la base, in vece di 
passare per un punto fìsso C , tocca una conica avente un contatto dop- 
pio con la proposta [art. 278], 

E$emp. 9. Se tutti i lati meno uno di un poligono inscritto in una 
Tonica passano per punti dati, l'inviluppo di quel lato sarà una conica 
che à doppio contatto colla proposta. 

Infetto prendendo quattro posizioni del poligono, se a,h,r, ... sono 
i suoi vertici avremo 

( aa'a"a"' ) = ( hl><b"b'")=[(r'e"c"' ) =ecc. 

La quistione è dunque ridotta a quella dell' art. 278; cioò date tre cop- 
pie di punti aa'a" ,dd'd" , trovare l'inviluppo di a"'d'" , talché sia 
(aa'a"a'") = (dd'd"d"'). 

Esemp. 40. Inscrivere in una conica un poligono i cui lati passino 
per punti dati. 

Se prendiamo ad arbitrio il punto (a) sulla conica come vertice del 
poligono , c formiamo un poligono i cui lati passino pei punti dati , il 
punto z in cui l’ ultimo lato taglia la conica in generale non coinciderà 
con a. Se facciamo quattro di queste costruzioni aircmo come nello 
esempio precedente 

[aa'a"a<"] — [zi'z"i"‘). 

Or se r ultima costruzione riuscisse esatta i punti a'" c i"' dovrebbero 
coincidere ; il problema dunque è ridotto, u Date tre coppie di ponti 
aa'n" , zz'z" trovare un punto K talché sia 

{Kaa'o'>)=[Kzz'z"]. 

Se prendiamo az"a'za"z' per vertici di un esagono inscritto (nell'or- 
dine qui assegnato cioè in modo che az ,a'z' , a''z" siano i vertici op- 
posti ] uno dei punti nei quali la congiungcntc l' intersezione dei lati 
opposti taglia la conica potrà prendersi pel punto K. Infatti nella (ìg. 94 
i punti A , C , E corrispondono ai vertici aa'a" e D , F , B a zz'z“ : quin- 
di prendendo i lati nell’ ordine AB , CD , EF , i punti L , M , N saranno 
gl'incontri dei iati opposti; c poiché (Kl’NL) nùsura i due fasci (D-KACE} 
e (A-KDFB) sarà 

(KACE) = (KDFB) {•). 

(') Questa costruzione è dovuta al signor Poncelet (Trattato delle 
piopiiefà proiettive p.vg. 351 ). Li dimostrazione che ne abbiamo data 
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È facile vedere , dall’ ultimo esempio , che il punto K è quello di con- 
tatto di una conica avente doppio contatto colla proposta, ed alla quale 
i lati OS, a'a', a"z" sono tangenti , o che perciò rimane risolato il pro- 
blema « descrivere una conica che tocca tre rette o che à un contatto 
doppio con una conica data », 

Eittnp. 4L Per mezzo della proprietà anarmonica si può avere una 
dimostrazione semplicissima del teorema di Pascal , analoga a quella dcl- 
r esempio precedente. 

infatti , essendo { E-CDFB) = ( A' CDFB ) , so esaminiamo i segmenti 
del primo fascio sopra BC , e quelli del secondo sopra DC , avremo 
(CRMB) = (CDNS). 

Or se per L conduciamo un fascio a ciascuno di i|uesti punti , i 
due fasci avranno GL , DE , AB per raggi comuni , quindi gii altri due 
NL ed LM dovranno essere anche comuni , cio<! saranno in linea retta. 

Etemp. 42. Dal teorema di Pascal si deduce il metodo di Mac Lau- 
riii per la generazione delle coniche ; poiché se supponiamo dati i cinque 
punti ABCDE ed F variabile , il punto F sarà il vertice di un triango- 
lo FM.N i cui lati passano costantemente pei punti I. , A , E , e gli an- 
goli alla base si muovono lungo le rette CD , GB. Si vede dunque che 
dati cinque punti di una conica possiamo determinare quanti altri punti 
ci piace della conica. Colla medesima costruzione dati cinque punti di 
una conica ABCDE possiamo determinare il punto in cui una retta AN 
condotta per uno di essi taglia la conica. Come pure dati cinque punti 
di una conica possiamo determinare il centro ; poiché conducendo per .V 
le parallele a BC e BD , e determinando i punti nei quali queste rette 
incontrano la conica, si costruirà il contro come nella nota dell’ art. 139. 

I!*emp. 43. Dati quattro punti ADFB di una conica , e due rette 
DC , DE condotte per uno di essi , trovare l' inviluppo della CE che 
congiunge ì punti in cui quelle rette tagliano la curva. 

I vertici del triangolo CEM si muovono lungo le rette DC , DE , NL, 
e due lati passano costantemente pei punti B , F ; dunque il terzo lato 
inviluppa una conica tangente le DC,DE. (Ciò si deduce dal reciproco 
del metodo di Mac Laurin per la generazione delle coniche ], 

Etmp. 44. Dati quattro punti ABDE di una conica c due retto 

mi è stata comunicata dal siguor Townsend; e mi sembra più semplice 
di quella di Poncelet. Questa medesima dimostrazione prova che la co- 
struzione di Poncelet si applica ugualmente al problema « inscrivere in 
una conica un poligono i cui lati siano tangenti una conica che à dop- 
pio contatto colla proposta ». 
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AF , T)C condotte per A e D , la congiungente CF dei punti nei quali 
incontreranno la conica passa costantemente per un punto. Poiché il 
triangolo CF.M à due lati che passano costantemente per B ed E ed i 
Tcrtici si muovono lungo le rette AF , CD , NL che si tagliano in un 
punto ; dunque CF passerà costantemente per nn punto ( art. 30S ). 
i giovani vedranno , quando parleremo delle proiezioni , che questi ul- 
timi due teoremi si deducono da altri elementari. 

Eitmp. 15. Inscrivere in una conica un triangolo i cui lati passino 
por punti dati. 

Questo problema è un caso particolare di quello dell’ esemp. 10 , 
ma noi ci proponiamo di dare una dimostrazione geometrica della co- 
struzione adoperata nell’ esemp. 3 dell’ art. 279. 

Esaminando il quadrilatero di cui E,L,N sono vertici , e D , F 
le intersezioni dei Iati opposti , per le proprietà armoniche del quadri- 
latero , le ML , ME , MN , MD costituiranno un fascio armonico , e per- 
ciò la B1 è divisa armonicamente dai lati di quel fascio ; e poiché B 
è il polo di MD la B1 sarà divisa pure armonicamente dalla conica c 
da MD : dunque il punto d’ incontro di B1 ed MN starà sulla conica 
proposta , ossia i tre punti 1 , 2 , B sono in linea retta. Similmente si 
dimostra che la congiungente 1 , 3 passa per A , e che la congiungeu- 
te 2 , 3 passa per C. 

339. Abbiamo dimostrato ( esemp. 4 ari. 292 ) che il rapporto 
anarmonico di quattro punti posti in linea retta è lo stesso che 
quello delle polari relative ad una conica qualunque. Eccone un 
caso particolare : il rapporto anarmonico di quattro diametri è «- 
gitale a quello dei coniugati. Possiamo dimostrarlo anche diretta- 
mente osservando che il rapporto anarmonico di quattro corde 
condotte da un punto della curva è uguale a quello delle corde 
supplemcntali (art. 183). 

Trovare il luogo del centro di una conica circoscritta ad un 
quadrilatero. 

Si conducano i diametri della conica che bisecano i lati del 
quadrilatero ; il rapporto anarmonico di questi diametri sarà uguale 
a quello dei coniugali , e siccome questo rapporto è dato per es- 
sere i diametri paralleli ai lati del quadrilatero , cosi il luogo sarà 
una conica che passa pei punti medii dei lati del quadrilatero. Se 
esaminiamo il caso in cui le coniche si riducono a due rette si 
vedrà che gl’incontri delle diagonali come pure quelli dei lati op- 
posti sono punti del luogo , e perciò questi punti sono sulla co- 
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iiica che passa pei pùnti medii dei lati , e pel punto d' incontro 
delle diagonali. Quando il quadrilatero proposto à un angolo rien- 
trante si vede facilmente che questo quadriletero non può essere 
inscritto in una flgura come l’ ellisse o la parabola c perciò la co- 
nica circoscritta sarà un’iperbole la quale può avere alcuno dei 
vertici in rami opposti. E poiché il centro dell’ iperbole non può 
essere a distanza infinita il luogo dei centri, nel caso in esame , 
sarà un' elliste. Per quattro punti , non disposti come nel caso 
precedente , possono in generale condursi due parabole , poiché 
questo é un caso particolare dell' esemp. 4 art. 337. Il luogo dei 
centri sarà in questo caso un' iperbole , avente gli asintoti pa- 
ralleli ai diametri delle parabole. Il luogo dei centri sarà poi una 
parabola quando uno dei punti dati è posto a distanza infinita cioè 
quando « dati tre punti ed una parallela ad un asintoto si cerca 
il luogo del centro ». 

É facile vedere collo stesso metodo , che il luogo del polo di 
una retta data é una conica. 

340. Non crediamo necessario di passare ai teoremi reciproci 
polari di quelli riportati negli esempi! precedenti. Raccomandiamo 
però ai giovani di esercitarsi a dedurli , c a dimostrarli diretta- 
mente per mezzo delle proprietà auarmoniche delle langtnli di una 
conica. Eccone un esempio. 

Vna trasversale condotta per un punto P taglia due rette OA.OB 
nei punti A e B ; si prendano le porzioni AG , BD date , e si con- 
giunga CD : trovare l' inviluppo di CD. 

Prendiamo quattro posizioni qualunque della trasversale , ed 
avremo 

(AA'A''A"') = (BB'B"B"'), 

ma é pure 

(AA'A"A"') = (CC'C"C"'), c (BB'B"B"') = (DD'D''D'";, 
dunque le rette CD , C'D', C"D" , C"'D"' tagliano le rette OC , OD 
in guisa che si à 

(CC'C''C"') = DD'D"D"'), 

e perciò l' inviluppo di CD è una conica tangente le rette OA.OB. 

341. In generale quando l'inviluppo di una retta mobile si 
trova , col metodo precedente , dover essere una conica , è neces- 
sario osservare se nelle posizioni particolari eh’ essa prende può 
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supporsi u disianza iuGiiila ; poiché se ciò può avvenire l’ inviluppo 
sarà una parabola ( ari. 2ò'6’ ). Ck>sì nell' esempio precedente la ret- 
ta CD non può supporsi a distanza inrinita senza che lo sia pure AB, 
nel qual caso il punto P sarà a distanza influita. Dunque se la 
trasversale in vece di passare per P deve essere parallela ad una 
retta data , l' inviluppo sarà una parabola. Similmente si può spesse 
fiale determinare immediatamente la natura del luogo di un punto 
mobile esaminando le posizioni particolari del punto mobile , come 
lo abbiamo dichiarato nell' art. 339. 

342. Dati tre punti a ,b , c sopra una retta , e tre altri A,B,C 
sopra un'altra retta , se si prende dD in guisa che sia 
{(tbed) = ABCD) , 

è chiaro , dagli articoli precedenti , che la dD invilupperà una co- 
nica , e che le congiungenti pd , PD dei punti d , D con due punti 
fissi si taglieranno sopra una conica che passa iter questi punti (’). 

Cerchiamo una relazione più generale tra d e D nel caso in 
esame. Se dinotiamo con r,r',r",r"' le distanze dei punti nòcd 
da un punto o della retta in cui sono questi punti ; c con R , R', 
R",R"' le distanze di ABCD dal punto O della retta in cui sono 
questi punti , avremo 

( r_r') ( r"— r'") _ ( R— R') (R"— R'") . 

( r_r") ( r'— r"')“ (R— R") (R'— R"') ’ 
e se supponiamo r ed R variabili, avremo una relazione della forma 
fcRr-+-lR -t- mr n = 0 (si vegga l' art. 278 ). 

Questa relazione contenente tre costanti indipendenti è la più ge- 
nerale tra od ed OD quando dD inviluppa una conica tangente le 
rette od , OD. (*) 

(*) ÌVelf art. 278 abbiamo veduto che lo stesso teorema à luogo se 
i punti ABCD , abed sono su di una stessa conica c di più sia (ABCD) = 
(aàcd) ; l' incontro di PD c j«/ sarà in questo caso sopra una conica se 
i punti p e P si suppongono appartenere essi pure ad una conica. Inol- 
tre due coniche qualunque souo tagliate da quattro tangenti ad una co- 
nica che à un contatto doppio con tutte e due , talché sarà (ABCD)= 
[<it/cd): ma non é vero reciprocamente che se questa relazione à luogo, 
I' inviluppo di Dii sarà una conica . purché i punti ABC , abe non siano 
(ali che Ao , Bà , Cc si.ino tangenti la medesima conica che à un con- 
tatto doppio con tutte c due. 
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Se = o la dD invilupperà una parabola , poidiè r e<l li diver- 
ranno simultaneamente inOnitc. 

Il signor Chnsles à dolo questa relazione sotto forma diffe- 
rente. Siano e ed E due altri punti dati, ~ ^ 

dD invilupperà una conica; poiché dinotando con a ed A le di- 
stanze eo , EO la precedente relazione potrà ricevere la forma 

r—a n— A , 

> hf*-— jt— =1, 

r U 

che è compresa nella forma generale da noi trovala. 

343. Le distanze di due punti posti sull’asse delle ascisse dal- 
r origine essendo date dall' equazione Aj:*- 1- 2Rr -f- C = o , e quelle 
di due altri dall’ equazione A'a;*-|-2B'a'-)-C'= 0 , trovare la con- 
dizione perchè questi (inaltro punti costituiscano un sistema ar- 
monico. 

Siano a , a' le radici della prima equazione e p , quelle della 
seconda , avremo per condizione 

che espressa in funzione dei coelTìcicnli diviene 
AC'-I-A'C— 2BB'=0. 

N. B. Può facilmente dimostrarsi che la condizione perchè il rap- 
porto anarmonico del sistema sia dato è che ( 2BB' — AC' — A'C)* serbi 
un rapporto dato a (B* — AC)(B'* — A'C'). 

344. La coppia dì punti dati da un’ equazione della forma 
2Ba?-|- C)-t-i(A'a;*-f-2B'a;-t- C') = 0 è in involuzione coi 

punti dati dalle equazioni A.T*-t-2B.cH-f;=0 , A';r*-|-2B'x-l-C'=0. 

Poiché sia 2ftj:-|-c = 0 l' equazione che determina r 

fuochi dei quattro punti dati dalle ultime equazioni , avremo ( ar- 
ticolo 543) 

flC -t- cA — 26B = 0 , aC' -H cA'— 26B'=0 ; 
ed è chiaro che quando queste condizioni siano verilicate sarà pure 
ffl(C-+-iC')-t-e(A-+-M') — 26{B-t-IB') = 0. 

34B. Trovare il centro ed i fuochi del sistema precedente. 

I fuochi si ottengono ricavando i valori di a , à , c dall' equa- 
zioni 


aC-l-cA — 26B = 0, aC'-i- cA'— 2àB'= 0 , 
c sostituendoli nell’ equazione <ix*-4-26j:-(- c -- 0 , la quale diverrà 
( AB'— BA' ).t'+{ AC’— CA' » x -f- ( BC'— CB' ) = 0 . 
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Questa equazione può ricevere un’ altra forma , rendendola omo- 
genea coll' introdurre una nuova variabile y ; poiché ponendo al- 
lora Aa:*-|-2Rry-|-Cy* = U , 2B'ury-f-C'y*= V, l'equazione 

che determina i fuochi sarà 

dx dy dy dx 

Per avere il centro bisognerà determinare l talché l' equazione 
U-»-IV = 0 abbia una delle sue radici infinita, ossia che il coeffi- 
ciente di X' sia nullo ( art. (SI ). Il centro dunque sarà dato dal- 
l'equazione 

2 ( BA'— B'A ) X -+- ( CA'— C'A ) = 0. 

346. Trovare il luogo del punto dal quale condotte le tangenti 
a due coniche date costituiscano un fascio armonico. 

Per semplicità prendiamo per equazioni delle coniche Ax* -t- 
Cy*-f-lV=0, A'x* 4 -C't/*-l-F'z*— 0 , il che equivale a supporre 
{ art. ^81) che le x , y e a sono tre rette i cui poli relativamente 
alle due coniche sono i medesimi ( art. 318 ). L' equazione delle 
due tangenti condotte da un punto qualunque alla prima conica 
sarà 

( Ax*-t- Cy*-t- Fa* ) ( Ax'*-f-Cy'*-i- Fa'* ) = ( Axx'-h Cyy'-(-Faa' )* , 
c se poniamo a = 0 i punti in cui queste tangenti incontrano la a 
saranno dati dall' equazione 

A ( Cy'*-+- Fa' * ) x*— 2 ACx'y'xy ■+■ C ( Ax'* -f- Fa'») y* = 0 ; 
esprimendo la condizione che questi punti unitamente ai corrispon- 
denti della seconda conica costituiscano un sistema armonico, avre- 
mo per equazione del luogo ( art. 3io ). 

AC' ( A'x* -i-F'a* ) ( Q/* 4- Fa* ) -+- A'C ( A.r* -1- Fa* ) (C'y* -H F'a* ) 

= 2AA'CC'x*y* ; 

ovvero 

AA' ( CF' - 4 - C'F ) x*-i- OC' ( AF'-t- A'F ) y* - 1 - FF' ( AC' -i- A'C) 3*= 0 , 
la quale é identica all’ equazione della conica F ( art. 521 esemp. 5) 
che passa per gli otto punti di contatto delle tangenti comuni alle 
due coniche proposte. Si dimostra similmente che se il rapporto 
anarmonico delle tangenti é dato il luogo è una curva di quarto 
grado F* = FSS'. 
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DEI. METODO DEGI.I INFIMTESIHI- ‘ : 

347. Mostreremo nella seconda parte come il calcolo ditl'e- 
renziale dà dei metodi facilissimi come condurre le tangenti alle 
curve , determinare la grandezza delle aree , e la lunghezza degli 
archi. Crediamo però di dare fin da ora ai giovani un cenno dei 
modo col quale questi problemi sono stati risoluti dai geometri 
prima dell' invenzione del calcolo. 1 metodi geometrici non inte- 
ressano semplicemente come un punto d' istoria , ma per alcune 
quistioni danno delle soluzioni più concise e più semplici di quelle 
dell' analisi ; e recentemente coi metodi geometrici si è pervenuto 

ad un bel teorema ( art. 557 ) che non era stato avvertito finora ' ' 

da coloro che ànno applicato il calcolo integrale alla rettificazione 
delle coniche. 

Se un poligono è inscritto in una curva , è chiaro che quanto 
maggiore è il numero dei lati tanto piti l' area ed il perimetro dei 
poligono si avvicinano ad uguagliare l' area ed il perimetro della 
curva , e ciascun lato del poligono si approssima a coincidere colla 
tangente nel punto in cui taglia la curva. Cosi se il numero dei 
loti si suppone infinito il poligono coinciderà colla curva , c la 
tangente in un punto coinciderà colla congiungente due punti in- 
finitamente vicini della curva. Parimente si vede che quanto mag- 
giore è il numero dei lati di un poligono circoscritlo tanto più la 
sua superficie ed il suo perimetro si avvicineranno ad uguagliare la 
superficie ed il perimetro della curva , o I* incontro di due lati 
consecutivi si approssima al punto di contatto di uno di essi. Gv;l 
nella ricerca della superficie o perimetro di una curva possiamo 
alla curva sostituire un poligono inscritto o circoscritto di un nu- 
mero infinito di lati , possiamo considerare una tangente alla curva 
come la congiungentc di due punti infinitamente vicini , ed ogni 
punto delia curva come l’ intersezione di due tangenti infinitamente 
vicine. 

348. Esemp. 1. Trovare la direzione della tangente in un punto 
di un cerchio. 

Nel triangolo isoscele AOB ( fig. 96 ) ciascuno degli angoli 
alla base è minore di un angolo retto , per la metà dell' angolo 
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al vertice ; e poiché i punti A e B tendono a coincidere , I' angolo 
al vertice può divenire minore di qualunque angolo assegnabile , 
ed il lato AB tangente al cerchio in B sarà perpendicolare al rag- 
gio BO. In seguito avremo spesso occasione di applicare il prin- 
cipio or ora dimostrato , cioè che due rette infinitamente vicine 
e di uguale lunghezza sono perpendicolari alla congiungente le 
estremità. 

Esemp. 2. Le circonferenze di due cerchi sono tra loro come 
I raggi. 

Se s’ iscrivono nei due cerchi dei poligoni dello stesso numero 
di lati è chiaro pei triangoli simili AOB , aOò che le basi AB , ab 
sono tra loro come i raggi dei due cerchi , e perciò che i peri- 
metri dei due poligoni serbano tra loro il medesimo rapporto ; e 
siccome ciò è vero qualunque sia il numero dei lati dei poligoni, 
si conchiude che le circonferenze stanno tra loro come i raggi. 

Esemp. 3. La superficie di un cerchio è uguale al prodotto 
del raggio per la semicirconferenza. 

Siccome l’ arca del triangolo AOB è uguale alla metà del pro- 
dotto della base AB per la perpendicolare abbassata dal centro , 
la superficie di un poligono regolare inscritto sarà uguale al pro- 
dotto del semiperimetro per la perpendicolare abbassata dal centro 
sopra uno dei lati : ma aumentando il numero dei lati il perimetro 
del poligono si avvicina a quello della circonferenza ; c la perpen- 
dicolare condotta dal centro sopra uno dei lati si avvicina al rag- 
gio , e la differenza tra queste quantità può divenire minore di 
qualunque quantità assegnabile , si conchiude in fine che la super- 
ficie del cerchio è uguale al prodotto del raggio per la semicir- 
conferenza , cioè uguale a »r*. 

349. Esemp. 1. Determinare la direzione della tangente in un 
punto dell' ellisse. 

Siano P , P' ( fig. 97} due punti infinitamente vicini della 
curva, sarà FP-f- PF'=FP'-f-P'F' ; ovvero prendendo FR = FP, 
F'R'=F'P' , sari P'R = PR'. Or nei triangoli PRP', PR'P' la base 
PP' è comune , e ( art. 348 , esemp. 4 ) gli angoli PRP', PR'P' sono 
retti , dunque gli angoli PP'R , P'PR saranno uguali : ma TPF tende 
ad uguagliare l’ angolo PP'F , perchè la differenza PFP' può dive- 
nire minore di qualunque angolo assegnabile , dunque sarà TPF= 
P'PF' , cioè i raggi focali s’ inclinano ugualmente alla tangente. 
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Esemp. 2. Dettrmimre ia diresione della langtnte in un punii» 
(fe/r iperbole. 

Essendo F'F — F'P=FF— -FP {fig, 98), avremo come nel- 
r esemp. precedente P'R — P'R'; e perciò PP'R=PP'R', cioè la 
Ungente biseca internamente l’angolo FPF' dei ra^i focali. 

Esemp. 3. Determinare la direzione della tangente in un punto 
della parabola. 

Essendo FP=PN (fig. 99) ed FP'=P'N', sarà P'R = P'S, 
e r angolo N'P'P=FP'P: dunque la tangente biseca l’ angolo FPN. 

350. Esemp. 1. Trovare la superficie del settore par(d>olicoYW. 

Poiché PS = PR , e PN = FP il triangolo FPR sarà metà del 

parallelogrammo PSN>'. Or se prendiamo un numero di punti 
P' , P" , ecc. tra V e P è chiaro che quanto maggiore è il numero 
di questi punti tanto più vicini saranno tra loro , e tanto più la 
somma dei parallelogrammi tenderà ad uguagliare lo spazio D^TN , 
e quella dei triangoli il settore YPF : dunque in ultimo il settore 
VPF sarà metà della superficie DVPN , ed un terzo del quadrila- 
tero DFPN. 

Fsemp. 2. Trovare la superficie del segmento di una parabola 
taglialo da una retta qualunque. 

Si conduca il diametro che divide per metà la corda del seg- 
mento : il parallelogrammo PR' ( fig. iOO ) sarà uguale a PM' , per 
essere i supplementi dei parallelogrammi intorno al diametro ; e 
poiché TM è bisecata in V' il parallelogrammo PN' sarà metà di 
PR' : quindi se prendiamo un numero di punti P , P', P" , ecc. la 
somma di tutti i parallelogrammi PAI' sarà il doppio della somma 
di tutti i parallelogrammi PN ' ; e perciò in ultimo lo spazio V'PAl 
è doppio di V'PN , cioè I' area del segmento parabolico V'PM sta 
a quella del parallelogrammo V'NPM nel rapporto di 2 a 3. 

351. Esemp. 1. La superficie di un’ ellisu è uguale a quella 
di un cerchio il cui raggio è media proporzionale tra i semiassi 
dell' ellisse. 

Infatti se l’ ellisse ed il cerchio descritto sull' asse maggiore 
sono divisi con rette parallele all'asse minore, poiché mb:md = 
m'b' :m'd! = b:a (fig. 401), il quadrilatero mWm' serberà al qua- 
drilatero mdd'm' lo stesso rapporto di à : a ; e la somma di tutti i 
primi quadrilateri cioè il poligono Bòò'ò'' ecc. inscritto nell' ellisse 
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sta al corrispondente poligono Ddd'd ' ecc. inscritto nel cerchio nello 
stesso rapporto. Gò è vero qualunque sia il numero dei lati del 
poligono , quindi se supponiamo il numero dei luti inOnito si con- 
chiuderà che la superfìcie dell' ellisse sta a quello del cerchio co- 
me 6 sta ad a ; c poiché quella del cerchio è r^a* , quella dell' el- 
lisse sarà iraà. 

Cor. Si può dimostrare similmente che se le ordinate di due 
figure corrispondenti alla stessa ascissa serbano tra loro un rap- 
porto costante , lo stesso rapporto serberanno anche le loro su- 
lierfìcic. 

Esemp. 2. Ogni diametro della conica biseca la curva. 

l'oicliè se immaginiamo condotte delle ordinate al diametro, 
resteranno tutte bisecate , e perciò il diametro bisecherà pure i 
trapezi che si ottengono congiungendo le estremità di due ordi- 
nate contigue : quindi supponendo infìnito il numero dei trapezi 
si ronchiuderà che il diametro biseca la curva. 

.352. Esemp, 1. Co superficie -del settore che si ottiene con- 
giitngetulo due punti dell' iperbole col centro è uguale a quella del 
segmento che si ottiene eonducendo dai medesimi punti le parallele 
agli asintoti. 

Poiché essendo PKC = QLC {fig. 102) sarà PQC=PQKL. 

Esemp. 2. Due segmenti 1*QKL, BSMN sono uguali se PK:QL= 
RàGSN. 

infatti essendo PK : QL = CL : CK , e CL = MT' , CK = NT , 
sarà RM : SN = MT' :NT , c perciò QR parallela a PT. Possiamo 
ora facilmente dimostrare che i settori PCQ , RCS sono uguali , 
poiché il diametro bisecando PS , QR bisecherà l' area iperbolica 
PQRS ed i triangoli PCS , QCR. 

Supponendo che i punti Q , R coincidono si vede che per bi- 
secare la superfìcie PKNS basta condurre un'ordinata QL media 
geometrica tra le ordinate delle sue estremità. 

Inoltre , se si prende un numero di ordinate in progressione 
geonaelrica l' area compresa tra due ordinate consecutive è costante. 

353. Se si anno due coniche simili similmente poste e con- 
centriche la tangente alla runa interiore taglia un segmento di t«*- 
prrficie costante dalla conica esteriore. 

Abbiamo dimostralo che questa tangente , resta bisecata nel 
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punto (li contatto. Or se si conducono due tangenti l' angolo AQA' 
( fig. 103 ) sarà uguale all’ altro BQB' , e quanto più vicino è il pun- 
to Q al punto P tanto più i lati AQ , A'Q tendono ad uguagliare 
i lati BO , B'Q : quindi se le tangenti sono infinitamente vicine il 
triangolo AQA' sarà uguale all’ altro BQB' e lo spazio AVB sarà 
uguale all’ altro A'VB'. Laonde poiché questo segmento è costante 
passando da una tangente a quella consecutiva , sarà costante per 
qualunque tangente. 

Cor. 1. Si può dimostrare similmente che se una tangente ad 
una curva taglia sempre un segmento costante da un’ altra, sarà bi- 
secata nel punto di contatto e reciprocamente se è bisecata taglierà 
un segmento costante. 

Possiamo quindi condurre per un punto dato una retta che 
taglia da una data conica la minima arca. Se si vuole che tagli 
una data superficie basta condurre pel punto dato una tangente ad 
una conica simile e concentrica , e quanto maggiore sarà l’ arca 
data tanto maggiore sarà la distanza delle due coniche. Dunque 
sarà minima quando la conica cui deve esser tangente passa pel 
punto dato ; e poiché la tangente é bisecata nel punto dato , la 
retta che passando pel dato punto taglia il minimo segmento sarà 
quella 'che resta bisecata in quel punto. 

Similmente la retta che condotta per un punto dato taglia la 
minima o la massima arca da una curva é bisecata in quel punto. 
Ecco due teoremi che possono dimostrarsi collo stesso andamento. 

Tutti i teoremi di quest' articolo son dovuti al defunto pro- 
fessore Mac Cullagli , né ricordo che sieno stali finora pubblicali 
da altri. 

Esemp. 1. Se una tangente AB ad una curva taglia un arco co- 
ntante da un’ altra curva , retlerà divita nel punto di contatto nel rap- 
porto inverso delle tangenti all’altra curva nei punti A e B. 

Esemp. 2. Se la tangente AB è di costante lunghezza , e la per- 
pendicolare condotta sulla AB dal punto d’ incontro delle tangenti in A 
e B taglia AB in M , sarà AP = MB. 

354. Trovare il raggio di curvatura in un punto dell' ellisse. 

Il centro del cerchio circoscritto ad un triangolo è il punto 
d incontro delle perpendicolari innalzale dai punti medi dei Inli 
del triangolo , quindi il centro del cerchio che passa per tre punii 
consecutivi di una curva è il punto d'incontro di due normali con- 
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secuUve. Or siano PN , P'N ( /iy. 97 ) le bisecanti gli angoli FPF , 
FP'F', è facile dimostrare per mezzo della geometrìa elementare 
che due volte l’angolo PNP' è uguale a PFP'h-PF'P'. £ poiché 
r arco di un cerchio è proporzionale all’ angolo che sottende nel 
centro , o pure al raggio ( ari. 548 ), se consideriamo PP' come 
r arco di un cerchio il cui centro è in N l’ angolo PNP' avrà per 

ppf 

misura Similmente prendendo FR=FP , ed F'R'=F'P gli 

PR P'R' 

angoli e PF'P' avranno per misura e ^rpr . ® 

2PP'_ PR P^ 

PN “'FP’^F'P' ’ 

ma è pure 

PR==»P'R'=PP'senPP'F; 

quindi ponendo 

PP'F = 9,PN = R,FP=p,F'P = p'; 

avremo 

2 _1 1 . 

R sen 9 p p' ■ 

cioè la corda focale di curvalura è il doppio della media armonica 
ira i raggi focali. Sostituendo ^ a sen9, 2a a p-t-p' e 6'* a pp' 
avremo la nota espressione 



Il raggio di curvatura dell’ iperbole o parabola può trovarsi con un 
processo interamente analogo. Cosi nel caso della parabola sarà p' 
infinito , e la formola diviene 

2 _t 
Rsen# p 

Ecco un’ altra soluzione della stessa quistione comunicatami dal 
Signor Tovnsend. 

Si conduca la QR { fig- 104 ) parallela alla tangente in P , e 
si descriva il cerchio che passa pei punti P,Q,R che tagli la corda 
focale della conica in C. Avremo pel cerchio PS- SC = QS-SR ; e 
per la conica ( art. 198 esemp. 2 ) 

I’SSL:QS-SR = PL:MN: 
quindi qualunque sia il cerchio avremo 

SC:SL = MN:PL; 
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raa pel cerchio di curvatura i punti S e P sono coincidenti ; dun- 
que sarà 

PC:PL = MN : PL ; 


cioè la corda focale di curralara è uguale alla corda focale della 
conica parallela alla langenle nel punto. 

35o. Il raggio di curvatura di una conica centrale si può an- 
che determinare altrimenti nel seguente modo. 

Sia Q {pg. 103) un punto inllnitamente vicino alla curva, 
c QR una parallela alla tangente , che taglia la normale in S. Si 
descriva un cerchio che passa per P e Q e tocchi la PT in P : 
e poiché QS è la perpendicolare condotta da Q sul diametro del 

cerchio sarà PQ=PS moltiplicato pel diametro, ossia il raggio 

a 

f PO 

di curvatura è uguale a Or poiché QR è sempre parallela alla 


tangente , e PQ deve infine coincidere colla tangente , avremo 
PQ = QR ; ma per la proprietà dell’ellisse, ( se dinotiamo CP 
ed il suo coniugato con a' e à' ) si à 


dunque sarà 


6'» : a'* - QR : PR xRP'= 2a'x PR . 


QR 


• 2A'*PR 


■ 1 • j . ■ . à'* PR « 

ossia il raggio di curvatura e uguale a —f • Ora , per quan- 

(I *3 

to piccoli siano PR , e PS abbiamo pei triangoli simili il rap- 

. PR CP a' . , , 6'* 

porto = Quindi il raggio di curvatura è uguale a — 


É facile dimostrare che nW punto d'incontro di due coniche 
omofocali il centro di curvatura di ciascuna è il polo , rispetto al- 
r altra , della tangente condotta alla prima nel punto <f incontro. 

356. Se si conducono due tangenti ad un ellisse da un punto 
della ellisse omofocale, F eccesso della somma delle due tangenti sul- 
r arco intercetto tra le tangenti è costante (*). 


(*) Questo bel teorema è stato scoperto da Dr. Graves. Si vegga 
la sua traduzione di Chasles. Memcrie sui Coni s sulle eoniehe sferiche, 
pag. 77. 
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Infalli preso un punto T' {fig. 406^ inOnilaménle vicino,. e 
condotte le perpendicolari TR , T'S , sarà {ari. 5i8)Fr = PR = 
PP' + P'R ( perchè PR può riguardarsi come il prolungamento 
di PP'): similmente si à Q'T'=QQ'-t-QS. Inoltre poiché l'an- 
golo TT'R=T'TS { ari. 49i ) avremo TS = T'R, c perciò PT-t- 
TQ'=PT'-i-rQ'. Dunque (PT-I-TQ)— (PT-|-T'Q') = PP'— QQ' 
= PQ— P'Q'. 

Cor. Lo stesso teorema à luogo per ogni coppia di curve , 
tali che due tangenti TP , TQ all’ interiore fanno angoli uguali col- 
la tangente TT' all'altra. 

367. Se si conducono due tangenti ad un’ ellisse da un punto 
di un' iperbole otnofocale, la differenza degli archi PK ,QK (fig. 407) 
è uguaie alla differenza delle tangenti TP , TQ (’). 

Infatti si à come nel caso precedente T'P' — Pii ovvero TP — 
PK=T'R, e (T'Q'— Q'K) — (TQ — QK)=T'S, ovvero eguale 
a T'R , perchè TT' biseca 1’ angolo RT'S ( art. 494 ). Cosi la dif- 
ferenza tra l’eccesso di TP sopra PK e quello di TQ sopra QK 
è costante : ma ove T coincide con K questi eccessi , e perciò la 
dilTcrcnza loro, si annullano: dunque sarà TP — PK = TQ — QK. 

Cor. Teorema di Fagnani. Si deduce da quest’ articolo che 
« un quadrante ellittico può esser diviso in guisa che la differenza 
dello sue parti sia uguale a quella dei semiassi » ; poiché basta 
condurre le tangenti alle estremità degli assi, e costruire un’iper- 
bole oraofocalc all’ ellisse proposta la quale passi pel punto d’in- 
contro delle tangenti predette. 

Le coordinate dei punti nei quali l’ iperbole taglia l’ ellisse 
saranno 

0 ’ . b* 

— ^ ~^+b' 

368. Se un poligono è circoscritto ad una conica , e se tutti 
i vertici eccetto uno si mìwvono lungo delle coniche omofocali , il 
luogo del vertice libero sarà una conica omofocale. 

Premettiamo innanzi trotto che se il vertice T di un angolo 


(*) Questa estensione del teorema precedente è dovuta al Signor 
Mac Cullagh. lìublin Exam. Paper» , 1841 , p. 41 ; 1812 p. 68 , 83. 
Il Signor Chasles nota indipendentemente la stessa estensione del tewe- 
ma di I)r. Graves. Compie» renda» Ottobre 1843 , toro. XVII , p. 838. 
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PTQ circoscritto ad una conica si muove lungo una conica omo^ 
focale , e se con a e 6 si dinotano i diametri paralleli a TP , TQ; 
e con « e p gli angoli TPT' , TQT' che ciascuno dei lati dell’ an- 
golo fa colla sua posizione consecutiva, sarà aa = b^. Infatti, es- 
sendo TR=T'S {art. 356), e TR=TP.« , T'S= T'Q'-|3 , sarà 
TP-« = T'<y-|3 ; ma i lati TP e TQ sono proporzionali ai diame- 
tri cui sono paralleli , dunque ccc. 

Reciprocamente , se a« = 6p il vertice T si muove lungo una 
conica omofocaie. Poiché invertendo il processo precedente si di- 
mostra che TR = T'S, e perciò che TT' fa angoli uguali con TP 
e TQ , e coincide colla tangente alla conica omofocale che passa 
per T. Dunque T' starà pure su questa conica. 

Ciò premesso siano a , 6 , c , . . . i diametri paralleli ai lati 
del poligono , e d quello parallelo all' ultimo lato , e poiché il 
primo vertice si muove lungo una conica omofocale avremo a« = b?, 
similmente sarà 6^ = cy, e cosi continuando si avrà in ultimo 
a<t=di ; il che prova che l' ultimo vertice si muove lungo una 
conica omofocale (*). 

DEL METODO DELLE PROIEZIONI (*'). 

369. Abbiamo avuto spesso occasione di far notare ai giovani 
il vantaggio che si ottiene deducendo le verità particolari conte- 
nute in una proposizione generale ; ora però ci proponiamo di dare 
un breve cenno di un metodo di maggiore importanza , come quello 
che ci mette in istato di prevedere in qual caso da un teorema 
particolare può sicuramente dedursene il teorema generale in cui 
quello è contenuto. É vero che il metodo delle proiezioni , poiché 
richiede alcune cognizioni di geometria a tre dimensioni, può sem- 
brare non ammissibile in un trattato di Geometria piana , ma sic- 

(*) Questa dimostrazione è stata presa da una memoria di Dr. 
Hart. Cambridge and Dublin Math. Jow. IV. 193. 

(") Questo metodo é stato inventato dal Signor Poncelet. Veggasi 
il suo Trattato delle Proprietà Proiettive , pubblicato nell' anno 1822. 
Sarei contento se il cenno di poco conto che ne do potesse indurre i 
lettori a studiare un’ opera , dalla quale forse ò potuto trarre un mag- 
gior numero di notizie sulla teoria delle curve , che da qualunque altra. 

Geom. Anal. 38 
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com« , solamente nello stabilire i principii , si fa uso di alcuni 
facili teoremi di geometrìa solida ; e le applicaxioni del metodo 
( posti i principii ) non richieggono alcuna considerazione dello 
spazio a tre dimensioni , abbiamo stimato improprio escluderlo dal 
presente trattalo. I giovani non potranno incontrar gran difficoltà 
nei seguire le dimostrazioni che abbiamo date , poiché studiando 
la trigonometria sferica si sono già abituati alla considerazione dello 
spazio a tre dimensioni. 

360. Se tutti i punti di una figura si congiungono con un pun- 
to (0) dello spazio , le congiungenti costituiranno un crnio avente 
il vertice in O : la sezione di questo cono fatta da un piano for- 
merà una figura che si chiama la proiezione della figura data ; ed 
il piano secante il cono si chiama piano di proiezione. 

Ad ogni punto di una figura corri^onde un punto neU' (Atra. 

Poiché se un punto A della figura primitiva si congiunge col 
vertice 0 , il punto a in cui questa congiungente incontra il pia- 
no di proiezione sarà il punto corrispondente nell'altra figura. 

La proiezione di una retta è anch' està una retta. 

Poiché le congiungenti i punti della retta col vertice sono 
allogate in un piano , e la comune intersezione di questo piano 
col piano di proiezione sarà una retta. 

Dunque se piii punti di una figura sono in linea retta i punti 
corrispondenti della proiezione lo saranno pure ; e se in una fi- 
gura più rette passano per un punto , le rette corrispondenti nella 
proiezione passeranno pure per un punto. 

361. La proiezione di una curva è tempre una curva dAlo 
stesso grado. 

Infatti é chiaro che se la curva proposta è tagliata da una 
retta in un numero di punti A , B , C , D. . . la sua proiezione sarà 
tagliata dalla proiezione della retta nello stesso numera di punti 
corrispondenti a ,b ,c , d , ...; ed il grado di una curva è deter- 
minato geometricamente dal numero dei punti in cui può esser ta- 
gliata da una retta. Se la AB taglia la curva in punti reali, ed 
in punti immaginari , anche <A> taglierà la proiezione della curva 
(fèllo stesso numero di punti reali , e nello stesso numero di punti 
immaginari. 

Similmente se due curve si tagliano le proiezioni si taglie- 
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ranno nello stesso numero di punti , ed in generale ^gni punto 
reale o immaginario comune alle proiexioni di due curve deve con- 
siderarsi come la proiezione di un punto corrispondente reale o 
immaginario comune alle curve primitive. 

La proieùone delia tangente ad ma curva é tangente alla pro- 
ieMìone della curva. 

Intatti la congiungente AB dei punti A e B di una curva à 
per proiezione la congiungente ab delle proiezioni a c 6. Quindi 
se i due primi sono coincidenti , anche i punti a e 6 saranno coin- 
cidenti e la oò sarà tangente la proiezione. 

In generale se due curve si toccano in più punti le loro pro- 
iezioni si toccheranno nello stesso numero di punti. 

362. Se pel vertice del cono si conduce un piano parallelo 
al piano di proiezione il quale tagli il piano della curva princi- 
pale nella retta AB ogni fascio di rette condotte per un punto 
della AB sarà proiettalo in un sistema di rette parallele sul piano 
di proiezione. Poiché siccome la congiungente il vertice del cono 
con un punto qualunque della AB taglia il piano di proiezione ad 
una distanza infinita , cosi il punto d' incontro di due rette che . 
si tagliano sulla AB è proiettato ad una distanza infinita sul piano 
di proiezione. Reciprocamente : un sistema di rette parcUlele sul 
piano principale si proietta in un sistema di rette che si tagliano 
in un punto della retta DF in cui un piano condotto pel vertice 

, parallelamente al piano principale incontra il piano di proiezione. 

Il metodo delle proiezioni conduce dunque alla conchiusione 
che un sistema di rette parallele può esser considerato come un 
sistema di rette che passano per un punto posto a distanza infi- 
nita : poiché le proiezioni di queste rette sopra di un piano pas- 
sano in generale per un punto posto a distanza infinita. Come pure 
che tutti i punti di un piano posti a distanza infinita possono con- 
siderarsi allogati in una retta; poiché abbiamo dimostrato che la 
proiezione del punto nel quale s’ intersecano le parallele é posto 
sulla rette DF del piano di proiezione. 

363. Si vede ora come una proprietà di una data curva che 
non è relativa alla grandezza delle linee o degli angoli , ma sem- 
plicemente alla posizione loro , come quando sono condizionate a 
passare per punti dati , o che tocchino date curve ; ovvero alla 
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posizione dei punti , ccc.; è anche vera per ogni altra curva che 
sia proiezione della prinnitiva. Cosi p. e. sappiamo che » se per 
un punto preso nel piano di un cerchio si conduce una corda le 
tangenti alle estremità si taglieranno costantemente su di una ret- 
ta » : e poiché dimostreremo in seguito che un cerchio può esser 
sempre la proiezione di una curva di 2.* grado , si conchiude col 
metodo delle proiezioni che le proprietà dei poli e delle polari re- 
lativamente al cerchio sono anche vere relativamente alle curve 
di 2.° grado. 

364. Le 'proprietà di una flgura che sono vere anche per la 
sua proiezione si dicono proprietà protettive. Oltre la classe di teo- 
remi che abbiamo accennati nell'articolo precedente ve ne sono 
molli altri anche proiettivi e che non sono relativi alla grandezza 
delle rette. Per esempio , il rapporto anarmonico di quattro punti 
di una retta ( ABCD ) essendo misurato dal rapporto del fascio 
\0-ABCD) condotto dal vertice, deve essere lo stesso di quello 
dei quattro punti ( abed ) in cui il fascio è tagliato da una tras- 
versale qualunque. Di più se si à una relazione tra le rispettive 
distanze di più punti in linea retta come 

AB • CD • EF kAC • BE • DF -t- lA D • CE BF H- ecc . = 0 , 
in ciascun termine della quale vi sono contenuti gli stessi punti 
disposti in ordine diverso, questa costituirà una proprietà proiettiva. 

Infatti se in luogo di AB ecc. poniamo i valori , ecc. 

(art. 514) ciascun termine conterrà per fattore OA-OB*OC- OB- 
OE -OF c per divisore OP’ : quindi cancellando si l’uno che l’al- 
tro resterà una semplice relazione tra i seni degli angoli sottesi 
in O. É chiaro che non è necessario che i punti A , B , C , D ecc. 
siano in linea retta , vale a dire che la perpendicolare OP sia 
la stessa per tutti , ma è sufficiente che la loro posizione sia tale 
che dopo la sostituzione ciascun termine abbia per divisore lo 
stesso prodotto OP-OP'-OP" ecc. Cosi per esempio. « Se le con- 
giungcnti un punto interno coi tre vertici di un triangolo ABC 
tagliano i lati opposti nei punti a,b,c sarà A6 • Bc • Ca = Ac • Ba ■ C6 » . 
Questa relazione è della classe che abbiamo cennata , e basta di- 
mostrarla per una qualunque proiezione del triangolo ABC. Sup- 
poniamo che il punto C è proiettato ad una distanza inQnita al- 
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lora le rette AC , BC , Cc saranno parallele , e la rclazioné diviene 
A6*Bc = Ac-Ba , 

la quale limita evidente dalla figura. 

365. Da tutto ciò si deduce che per dimostrare una pro- 
prietà proiettiva di una figura basta dimostrarla per la figura piìi 
semplice nella quale la data figura può essere proiettata , per esem- 
pio , per una nella quale ciascuno dei lati della figura data è ad 
una distanza infinita. 

Cosi per avere le proprietà armoniche di un quadrilatero 
completo ABCD i cui lati opposti si tagliano in E ed F , e le dia- 
gonali in G , si congiungeranno tutti i punti di questa figura con 
un punto O dello spazio , e le congìungenti si taglieranno con un 
piano parallelo ad OEF ; la EF verrà cosi proiettata a distanza 
infinita , c si avrà un nuovo quadrilatero i cui lati opposti ab,cd 
si tagliano in c a distanza infinita , cioè sono paralleli ; ed i lati 
ad ,bc si tagliano in f a distanza infinita , ossia sono anche pa- 
ralleli. Cosi ogni quadrilaUro può essere proieilato in un paralle- 
logrammo. 

E poiché le diagonali di un parallelogrammo si bisecano scam- 
bievolmente , la diagonale ac sarà divisa armonicamente nei punti 
a , g , c e nel punto in cui incontra la retta </* posta a distanza 
infinita. Dunque la AB sarà pure divisa armonicamente nei punti 
A , G , G e nel punto in cui taglia la EF. 

Etemp. Se due triangoli ABC , A'fi'C' sono situati in guisa che i 
punti d’ incontro dei lati AB , A'B' ; BC , B'C' ; CA , C'A' sono in linea 
retta , le coogiungenti i vertici AA' , BB' , CC si taglieranno in un punto. 

Infatti se proiettiamo a distanza infinita la retta in cui sono i punti 
d’ incontro dei lati AB , A'B', ecc. la quistione sarà ridotta a dimostrare 
che a se due triangoli abe , a'b'c' ànno i Iati rispettivamente paralleli le 
congiungenti aa' ,bb' , ec' si tagliano in un punto » il che è evidente 
perchè le aa' e W dividono la cc' nello stesso rapporto. 

366. Prima di dare delle applicazioni del metodo delle pro- 
iezioni alle curve di 2.° grado esamineremo in modo più preciso 
deir art. 361 la natura della sezione prodotta da un piano in un 
cono a base circolare. Provammo allora che la proiezione di un 
cerchio è sempre una curva di 2.” grado , e mostreremo ora co- 
me uno stesso cerchio può essere proiettato in ciascuna delle tre 
specie di curve del 2," grado, Cominciamo dal dimostrare che ogni 
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curro è pròieltata in una curva simUe topra un piano paraUelo 
al piano della figura originale. 

Infatti preso un punto A neS piano di una di esse ed il punto 
corrispondente a nel piano dell’ altra , e condotti i raggi da questi 
a due punti qualunque corrispondeoti B ,b , pei triangoli simili 
OAB , Oaò il rapporto di AB ad o6 sarà costante perchè uguale a 
quello di OA ad Oa ; e poiché ogni raggio vettore dell’ uno serba 
un rapporto costante al raggio vettore corrispondente dell’ altra 
le due curve saranno simili (art. Ì39), 

Cor. Se un cono a base circolare è tagliato da un piano pa- 
rallelo alla base la sezione sarà un cerchio. Ciò è evidente come 
sopra ; e.ipossianio , se si vuole , supporre che i punti A ed a sia- 
no i centri delle curve. 

367. La sezione fatta da un piano in tm cofw a base circo- 
lare è una curva di secondo grado. 

Un cono di 2.° grado si dice retto se la congiungentc del 
vertice col centro del cerchio base è perpendicolare alla base , e 
questa congiungente si dice asse del cono. Se la congiungente pre- 
detta non è perpendicolare alla base il cono si chiama obbliquo. 
La ricerca delle sezioni di un cono obbliquo è in tutto la stessa 
di quella delle sezioni di un cono retto : noi però le tratteremo 
separatamente ; e poiché la Ogura nel caso del cono retto è più 
semplice , cominceremo da questo caso pel quale i giovani incon- 
treranno meno difficoltà nel concepire la figura che nell’ altro caso. 

Sia dunque ( OAB ) ( /Ig. 408 ) un piano condotto per l’ asse OC 
del cono perpendicolare al piano secante; talché la sezione MSsN> 
c la base ASB si suppongono perpendicolari al piano del disegno , 
c perciò la RS comune intersezione del piano secante colla base 
sarà pure perpendicolare allo stesso piano. Supponiamo primiera- 
mente che la MN comune intersezione del piano OAB colla se- 
zione incontra i lati OA , OB tutti c due dalla stessa parte del 
vertice , come nella figura. 

Per un altro punto s della sezione si conduca un piano pa- 
rallelo alla base. Avremo (Enel. III. 35) RS = ARxRB, e si- 
milmente M*=arxrà. Ma dal paragone dei triangoli simili ARM, 
orM ; BRN , brN si deduce 

AR'RB : MB-RN = ar-fò : Mr-rN; 
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sari perciò 

RS*: «*= MR- RN : Mr • rN. 

Dunque la sezione MSsN è tale che il quadrato di un’ordi- 
nata r$ sta al rettangolo delle parti in cui taglia la MN nel rap- 
porto costante di RS ad MR x RN ; e si può immediatamente 
conchiudere {ari. 452) che nel caso in esame la sezione è una 
Ellisse di cui MN è l’ asse maggiore ; ed il quadrato dell’ asse mi- 
nore sta ad MN nel rapporto dato di RS ad MR-RN. 

Supponiamo in secondo luogo che la AlN ( fig. 409 ) incontra 
il lato OR prolungato. La dimostrazione procede in tutto come 
nel caso precedente ; e si conchiude che il quadrato dell’ ordina- 
ta rs serba un rapporto costante al rettangolo Mr*rN delle parti 
in cui taglia la retta MN prolungala. I giovani vedranno facil- 
mente che la sezione sarà in questo caso un' iperbole costituita dai 
due rami opposti NsS , Ms'S'. 

Finalmente se la MN è parallela ad uno dei lati ( pg. 440 ) 
sarà AR =ar, ed RB:rà = RN:rN e perciò il quadrato dell’ or- 
dinata rs , ovvero ar-rb , serberà all’ascissa rN il rapporto co- 
stante di RS ad RN ossia di AR-RB ad RN. La seziono è dun- 
que una parabola 

(*] I primi che àn trattato delle sezioni coniche ànno esaminato 
soltanto il caso in cui un cono retto è tagliato da un piano normale ad 
un lato del cono , cioè quando MN è perpendicolare ad OB ; e le se- 
zioni coniche vennero classiOcate in sezioni di un cono rettangolo , acu- 
tangolo , ottusangolo ; e secondo Entochio commentatore di Apollonio 
sono state chiamate parabola , ellisse , o iperbole , secondochò l’ angolo 
del cono è uguale minore o maggiore di un angolo retto ( veg. il passo 
citato negli esempii di Walton p. 428 ). Apollonio fu il primo che di- 
mostrò che tutte e tre le sezioni coniche poteano ottenersi da un me- 
desimo cono , e che uniformandosi a Pappo le chiamò parabola ellisse 
iperbole , per la ragione data nell’ art. 199. L’ autorità di Eutochio che 
è piò di un secolo posteriore a Pappo può non avere alcun valore , ma 
il nome parabola fu adoperato da Archimede anteriore ad Apollonio. 

È osservabile che -se una sfera è inseritta w un cono retto ed i 
tangente al piano segante, il punto di contatto sarà un fuoco della sezione, 
• y intersezione del piano della sezione eoi piano di eonlatlo del cono 
colla sfera sarà la corrispondentt direttrice ( Hamilton sezioni coniche 
lib. IL p. 37 ). 
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368. É chiaro die le proiezioni delle tangenti nei punti A, 6 
del cerchio sono tangenti nei punti M,N della sezione conica (art. 362): 
or nei caso della parabola il punto M e la tangente ad esso cor- 
rispondente sono a distanza inOnita , dunque possiamo concbiudere 
come altrove che la parabola à una tangente posta a distanza in- 
finita. 

269. Supponiamo ora che il cono sia obbliquo. Il piano del 
disegno passa per OC ( fig. 442 ) ed è perpendicolare al cerchio 
AQSB. Sia QS la intersezione del piano segante il cono con la 
base ; si conduca il diametro LK che biseca la QS , e la sezione 
tagli il piano OLK in MN : la dimostrazione procederà come nel 
cono retto. Il quadrato di RS sarà uguale al rettangolo LR X RK; 
e se immaginiamo un piano parallelo alla base ( che non abbiamo 
espresso nella figura per non renderla maggiormente complicata ) 
sarà il quadrato di ogni altra ordinata rs uguale al corrispondente 
rettangolo Irxrk; e si dimostra come precedentemente per mezzo 
dei triangoli simili KrM , àRM , (rN , LRN posti nel piano OLK 
che il rapporto RS : rs è uguale a quello dei rettangoli in cui cia- 
scuna ordinata divide MN ; e perciò che la sezione è una conica 
di cui MN è il diametro che biseca QS : e che è un' ellisse quan- 
do MN incontra le OL , OK dalla medesima parte del vertice . 
un’iperbole quando le incontra da parti opposte rispetto al ver- 
tice , ed una parabola quando è parallela ad una di esse. 

Nella dimostrazione che abbiamo data si è supposto che la QS 
taglia il cerchio in punti reali ; se ciò non à luogo basterà pren- 
dere in vece del cerchio AB un altro cerchio ab parallelo , e che 
taglia la sezione in punti reali. 

370. Se una sezione circolare è tagliala da un piano nella 

Infatti se un punto P della sezione ( fig. 444 ) si congiunge col ver- 
tice e la congiungente incontra i piani di contatto in J),d sarà PD=PF 
perchè tangenti la medesima sfera: similmente sarà Pd=PF'; e per- 
ciò PF -(-PF'=Dd che è costante. Il punto (R) in coi FF' incontra la 
AB prolungata è un ponto della direttrice poiché la NFMR è divisa ar- 
monicamente ; quindi R è un punto della polare di F, È questo un caso 
particolare di un teorema più generale. 

È facile dimostrare che il parametro della sezione MPN è costante 
se la distanza del piano dal vertice è costante. 
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retta RS ( fig. 113). H rettangSlo DR-RF dei segmeìitf del dia^ 
metro del cerchio coniugato a QS sta al rettangolo gfixRk dei 
segmenti del diametro della sezione coniugala a QS come il qua~ 
drato del diametro della sezione parallela a QS sta al quadralo del 
diametro coniugalo gk. 

Questo teorema è stalo dimostrato nell’ articolo precedente 

nel caso in cui la QS taglia il cerchio in punti reali , poiché si 

— » 

à rs=drxrf. Or se il piano taglia un altro piano nella retta QS 
che non taglia la curva , i diametri coniugati a QS relativamente 
al cerchio ed all' altra sezione taglieranno QS nel punto R ; poi- 
ché per r art. 366 il diametro df bisecando le corde di una se- 
zione circolare parallela a qs , sarà proiettata in un diametro che 
biseca le corde parallele di una sezione parallela. Quindi i punti 
medi di tutte le corde parallele a qs staranno nel piano Odf, e 
perciò il diametro coniugato a QS nella sezione gqks sarà la gk 
in cui la sezione è tagliata dal piano Odf ; e perciò DF e gk si 
tagliano nel punto R in cui la QS incontra il piano Odf. 

Or poiché le rette gk ,df , DF sono in un piano che passa 
pel vertice , i punti D , d saranno proiezioni di g , cioè saranno in 
una retta che passa pel vertice ; quindi abbiamo pei triangoli si- 
mili, come nell' art. 367, drxrf : DRxHF=grxrà : giRxR*; 
e siccome il rapporto dr xrf: grxrk é uguale a quello dei qua- 
drati dei semidiametri paralleli , lo sarà pure l' altro DR x RF : 
gR X R*. 

371.' Se un piano condotto pel vertice parallelo alla base ta- 
glia la sezione gqks in TL , sarà , come caso particolare del teo- 
rema precedente, il rapporto gLxL*:OL uguale a quello dei 
quadrati dei diametri paralleli della sezione. Quindi, se data una 
conica ed una retta TL nel suo piano si vuol trovare il vertice O 
del cono talché la sezione prodotta da un piano parallelo ad OTL 
sia un cerchio, il problema sarà indeterminato. Poiché condotto 
il diametro della sezione coniugata a TL la distanza del punto L 
dal vertice del cono sarà determinata, per quello che abbiamo detto 
in questo articolo ; di più OL deve stare in un piano perpendicolare 
a TL perchè parallela al diametro del cerchio perpendicolare a TL ; 
dunque il vertice 0 sarà un punto qualunque di un cerchio deter- 
minato in un piano perpendicolare a TI.. 

Geom. Anal. 39 
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Cu»i , Data tiM conica ed una retta TL nel luo piotio cìk 
non la incontra poeskmo proiettarla in guita che la conica divenga 
un cerchio e la retta sia posta a distanza infinita ; poiché basin 
prendere un punto O talché il piano OTI. sia parallelo ai piani 
delle sezioni circolari , ed ogni piano parallelo ad OTL sarà un 
piano di proiezione che soddisfa la richiesta condizione. 

372 Data una conica ed un punto nel suo piano possiamo 
proiettarla in un cerchio ti cui centro è la proiezione del punto. 
Basta proiettarlo in modo che la proiezione della polare del punto 
dato sia posta a distanza infinita (art. td7). 

Ovvero Due coniche possono proiettarsi in guisa che tutte e 
due divengano cerchi. Infatti se una di esse si proietta in modo 
che una delle corde comuni coll'altra sia a distanza infinita , per 
l’art. 259, la proiezione dell’altra passerà per due punti posti a 
distanza infinita e sarà un cerchio. 

Due coniche aventi tra loro un doppio contatto possono proiet- 
tarsi ' in due cerchi concentrici. Basterà proiettare una di esse in 
un cerchio talché la corda di contatto passi a distanza infinita 
(art. 2ó9). 

Rigorosamente parlando tutte queste proiezioni sono possibili 
nel solo caso che la retta la cui proiezione deve avere una di- 
stanza infinita non incontra la conica in punti reali ; ma si vedrà 
facilmente che nel fatto non è necessario aver riguardo a questa 
limitazione ; e che in generale una proprietà proiettiva che si è 
dimostrata vera per uno stato della figura può divenire insignifi- 
cante e non già falsa nel caso in cui alcune linee delia figura di- 
vengono immaginarie. Cosi p. e. quantunque il metodo di proiet- 
tare in due cerchi concentrici due coniche aventi un do|^io contatto 
provi solo le proprietà delle coniche anzidette quatìdo la corda di 
contatto è immagiruofia ; pure non crederemo necessario di dimo- 
strare diversamente le stesse proprietà nel caso in cui la corda 
di contatto è reale. 

373. Passiamo ora a dare alcuni esempi del metodo di de- 
durre le proprietà delle coniche da quelle dei cerchio , o da pro- 
prietà particolari delle stesse coniche. 

Esemp. t. « Ogni retta condotta per nn punto è tagliata armoni- 
camente dalla curva e dalla polare del punto ». Questa proprietà e la 
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soa reciproca sono proprietà proiettive ( art. 364 ) , ed essendo vero 
pel cerchio Io sono anco per una conica qualunque. Quindi tulle le 
proprietà del cerchio dipendenti dalla teoria dei poli e delle polari sono 
vere per tutte le coniche. 

Etemp. 2. Le proprietà anarmoniclie dei punti e delle tangenti di 
una conica sono proprietà proiettive , e perciò , dimostrate pel cerchio 
come nell’ art. 313, song vere per tutte le coniche. Dunque ogni pro- 
prietà del cerchio che risulta dalle sue proprietà anarmoniche è vera 
per tutte le coniche. 

Etemp. 3. Il teorema di Camot (ari. 314), cioè se mia conica 
taglia i lati di un triangolo , la relazione 

A6.A6'.Bc,Bc'.Ca.Ca'=Ac.Ac’.Ba.Ba'.Cé.C6', 
è una pro[U‘ietà proiettiva che basterà dimostrare pel cerchio nel qual 
caso è evidente, perchè 

Aà.A6'=Ac. Ac' , ecc. 

Questo teorema è anche vero , e può dimostrarsi uellu stesso modo , 
per un poligono qualunque. 

Etemp. 4. Dal teorema di Carnot possono dedursi le proprietà dcl- 
l’art. 151 , supponendo il punto C a distanza infinita: avremo cosi 

\b-Kb' fia.lla' 

Ae-Ac' Bc.Bc' ’ 
ove la Xb è parallela a Da. 

Etemp. S. In due cerchi con- In due coniche aventi un con- 
centrici ogni corda dell’ uno tangen- tatto doppio ogni corda dell’ una 
te all’altro è bisecata nel punto di tangente all' altra è divisa armonica- 
contatto. mente nel punto di contatto c nel 

punto in cui taglia la corda di con- 
tatto delle due cooiche ( art. 337 , 
etemp. 5). 

Poiché la retta posta a distanza infinita nei primo caso à per 
proiezione la corda di contatto delle due coniche aventi un contatto 
doppio. L’esempio 4 dell’ art. 212 è un caso particolare di questo 
teorema. 

Etemp. 6. In tre cerchi con- In tre coniche tangenti negli 
centrici la tangente ad uno è divi- stessi due punti una tangente ad 
sa dagli altri due in quattro punti una di esse è divisa dalle altre due 
il cui rapporto anarmonico è co- in quattro punti il cui rapporto anar- 
stante. monico è costante. 

• Il primo teorema è evidente perchè le quattro lunghezze sono co- 
stanti. 11 secondo può riguardarsi come un'estensione della proprietà 
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anarmonica delle tangenti di una conica. Similmente i teoremi del- 
l'art. 278 relativi al rapporto enarmonico delle coniche aventi un doppio 
contatto si dimostrano immediatamente progettando le coniche in cerchi 
concentrici. 

Etfinp. 7. Abbiamo detto altrove che basta dimostrare il teorema 
di Pascal pel caso del cerchio , ma mercè l’ art. 362 possiamo maggior- 
mente semplificare la figura supponendo che la congiongente gl’ incon- 
tri di AB e DE con BC ed EF sia posta a distanza infinita: basterà 
allora dimostrare che se un esagono inscritto in un cerchio à il lato AB 
parallelo a DE , e BC ad EF sarà pure CD parallela ad AE ; il che si 
dimostra con considerazioni elementari. 

Etemp. 8. Due lati di un triangolo inscritto in nna conica passano 
per due punti dati , trovare l’ inviluppo del terzo lato ( art. 279 et. 2 ). 
Proiettiamo la conica in un cerchio , e la congiongente i punti dati in 
una retta posta a distanza infinita : la qnistione sarà ridotta a trovare 
r inviluppo della base di un triangolo , inscritto in un cerchio , i cui 
lati sono paralleli a due rette date. Questo inviluppo è un cerchio con- 
centrico perchè P angolo del triangolo è costante. Dunque nel caso pro- 
posto r inviluppo cercato è una conica tangente quella data in due punti 
posti sulla coiigiungente i punti dati. 

Etemp. 9. Trovare le proprietà proiettive di un quadrilatero inscrit- 
to in una conica. Proiettiamo la conica in un cerchio ed il quadrilatero 
in un parallelogrammo ( art. 365 ). E poiché le diagonali di un paral- 
lelogrammo inscritto in un cerchio si tagliano nel centro , l’ incontro 
delle diagonali del quadrilatero inscritto in una conica sarà il polo della 
congiungenic i punti d’ incontro dei lati opposti. Inoltre se si conducono 
le tangenti al cerchio nei vertici del parallelogrammo inscritto , le dia- 
gonali del (juadrilatcro circoscritto si taglieranno nel centro del cerchio 
c bisecheranno gli angoli formati dalie diagonali del parallelogrammo in- 
scritto : dunque a le diagonali di duo quadrilateri corrispondenti l’ uno 
inscritto o l’ altro circoscritto in una conica passano per un punto , e 
costituiscono un fascio armonico. 


Etemp. 10. Il luogo del centro 
di una conica circoscritta ad un 
quadrilatero è una conica che pas- 
sa pei punti medi dei lati del qua- 
drilatero. 

Etemp. li. Il luogo dei punti 
che dividono un sistema di corde 


Il luogo del polo di una retta 
data in una conica circoscritta ad 
un quadrilatero è nna conica che 
passa per la quarta armonica del 
punto in cui la retta taglia ciascun 
lato del quadrilatero. 

Se per un punto O si conduce 
una retta che tagli una conica in 
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parallele di iin cerchio in 'do rap- A e B , e su questa retta si pren- 
porlo dato è un’ ellisse avente un de un punto P talché sia (OABP) 
contatto doppio col cerchio ( art . costante il luogo di P sarà uua co- 
{66 ). nica che avrà un contatto doppio 

con quella data. 

374. Possiamo proiettare molte proprietà relative ai fuochi per 
mezzo della deflnizione del fuoco che abbiamo data nell' art. 282. 

Eiemp. 4. II luogo del centro Se si descrive una conica che 
di un cerchio tangente due cerchi passi per due punti dati e tocchi 
dati è un’ iperbole che à per fuochi due coniche che passano pei mcde- 
i centri dei cerchi dati. sinii due punti, il luogo del polo del- 

la congiungente quei punti è una 
conica inscritta nel quadrilatero che 
si otUene congiuiigendo i due punti 
dati coi poli della congiungente re- 
lativi alle due coniche. 

Diamo questo esempio come esercizio ai giovani , perché serve a 
dichiarare i diversi principii ; che ogni cerchio passa per due punti posti 
a distanza infinita ( art. 259 ] ; che il centro è il polo della congiun- 
gente questi punti ( art. 457 ] ; che il fuoco é l’ intersezione delle tan- 
genti che passano per questi punti fissi ( art. 282 ) ; e che le nostre 
deduzioni possono senza errore estendersi dai punti immaginari ai reali. 

Eiemp. 2. Dato il fuoco e due Date due tangenti e due punti 
punti di una conica , il luogo del- di una conica il luogo dell’ incontro 
r incontro delle tangenti in questi delle tangenti in questi punti è una 
punti sarà una retta determinata retta. 

(ort. 456]. 

Eiemp. 3. Dato un fuoco e duo Date quattro tangenti ed un 
tangenti di una conica il luogo del- punto sopra due di esse il luogo 
r altro fuoco è una retta ( si de- dell’ intersezione delle tangenti con- 
duce dall’ art. 194 ). dotte da questi punti è una retta. 

Perché i due punti di un cerchio posti a distanza infinita sono cia- 
scuno sopra le tangenti condotte da uno de’ fuochi , e l’ incontro delle 
altre tangenti condotte da questi stessi punti é l’altro fuoco. 

Eiemp. 4. Date tre tangenti di Date quattro tangenti di una 
una parabola il luogo del fuoco é conica e due punti sopra una di esse, 
il cerchio circoscrìtto (art. 228). il luogo dell’ incontro delle altre tan- 
genti condotte da questi punti è una 
conica che passa pei due punti pre- 
, detti ed è circoscritta al triangolo 

delle altre tre tangenti. 
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Perchè ogni parabola à una tangente posta a distanza infinita , ed 
i due ponti pei qaaK passa la circonferenza di un cerchio sono su que- 
sta retta. 


Data una tangente e tre punti 
di una conica, il luogo dell’incon- 
tro delle tangenti in due di questi 
punti è una conica inscritta nel 
triangolo che à pt» vertici quei tre 
punti. 

Date quattro tangenti di una 
conica, il luogo del polo di una retta 
data è la congiungente delle quarte 
armoniche dei ponti in cui la retta 
data taglia le diagonali del quadri- 
latero. 

Si deduce dalla definizione del fuoco che se due coniche ànno lo 
stesso fuoco, questo punto sarà una intersezione delle tangenti comuni 
alle coniche , ed avrà le proprietà accennate nell’ art. 263. Di più se 
due coniche ànno lo stesso fuoco c la stessa direttrice possono riguar- 
darsi come due coniche aventi un contatto doppio con qualunque altra, 
e possono proiettarsi in cerchi concentrici. 

375. Siccome gli angoli che sono costanti in una figura , in 
geueralc non sono costanti nella proiezione di questa figura passia- 
mo a vedere quale proprietà di una figura proiettata può dedursi 
dal conoscere una proprietà relativa alla grandezza degli angoli (') ; 
c cominciamo dall'angolo retto. 

Siano x = 0,y = 0 l’ equazioni di due rette perpendicolari 
tra loro, ed x* + y*=0 ovvero 


Eiemp. S. Il luogo del centro 
di un cerchio che passa per un pun- 
to dato ed è tangente una retta data, 
è una parabola avente il punto dato 
per fuoco. 

Etemp. 6. Date quattro tan- 
genti di una conica, il luogo del cen- 
tro è la congiuiigente i punti medi 
delle diagonali del quadrilatero. 


x + y\/' — 1=0 aj — 1 / 1 / — 1 = 0 
le equazioni che determinano la direzione dei due punti di un cer- 


(') Alcuni casi particolari di angoli costanti che si proiettano in an- 
goli costanti sono stati esaminati da Poncelet ( Trattalo delio proprietà 
proiettive pag. 257 ) , c dal signor Mulcahy ( Geometria Moderna p. H6 ); 
od ànno dedotte colla proiezione le proprietà relative agli angoli sottesi 
nel fuoco delle coniche dalle proprietà del cerchio. Siccome questi teo- 
remi possono più facilmente dimostrarsi |altrimcnti così non abbiamo 
credulo di riportarli , cd abbiamo in vece sostituito nel testo la teoria 
generale dello proiezioni di angoli dati. 
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chic posti a distanza inrmita. Queste quattro rette { art. ) for- 
meranno un fascio armonico. Quindi dati quattro punti A,B.C,D 
di una retta divisa armonicamente , dei quali A e C possono es- 
sere reali o immaginari , se mediante una proiezione reale o im- 
maginaria si trasportano, talché A e C divengano i due punti im- 
maginari di un cerchio posti a distanza influita , la retta che passa 
per gli altri due B e D sarà proiettala in due rette perpendicolari 
tra loro. Reciprocamente , due rette perpendicolari tra loro si pro- 
iettano in rette che dividono armonicamente la congiungenie i due 
punti , proiezioni dei punti immaginari di un cerchio posti a di- 
stanza infinita. 

Esemp. 4. La tangente al cer- La corda di una conica è di- 
chio è perpendicolare al raggio. visa armonicamente da una tangen- 
te e dalla conginngente il punto di 
contatto col polo della corda ( m-- 
licolo 447). 

Perchè la corda della conica si considera come la proiezione della 
retta posta a distanza infìnita nel piano dal cerchio : i punti in cui la 
corda taglia la conica sono le proiezioni dei punti immaginari del cer- 
chio posti air iiiGnito ; cd il polo della corda è la proiezione del rentro 
del cerchio. 

Etemp. 2. Ogni retta condotta Ogni retta condotta per un pua- 
pel fuoco di una conica è perpen- to , la congiungente il suo polo col 
dicolare alla congiungente il suo punto e le tangenti condotte per 
polo col fuoco ( arr. 497). questo punto costituiscono un fascio 

armonico ( art. 282 ). 

È chiaro che la prima proprietà è un caso particolare della seconda, 
se si riflette che le tangenti condotte dal luoco sono le congiungenti il 
fuoco coi due punti immaginari di un cerchio ( art. 282 ). 

Esemp. 5. Applichiamo 1’ esemp. 6 dell’ articolo precedente alta de- 
terminazione del luogo del polo di una retta relativamente ad un sistema 
di coniche omofocali. Essendo dati i due fuochi è dato un quadrilatero 
circoscritto alla conica ( art. 282 ) ; una delle diagonali di questo qua- 
drilatero è la congiungente i fuochi ; quindi un punto del luogo (es.6) 
sarà il quarto armonico al punto In cui la retta data taglia la distanza 
dei fuochi. L’ altra diagonale è una retta posta a distanza infinita , e sic- 
come le estremità di questa diagonale sono i punti di un cerchio posti 
all' infinito, il luogo cercato sarà perpendicolare alla retta data ; che |ierù 
sarà completamente determinato. 
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Eteinp. 4. Due coniche omo- Se due coniclie sono inscritte 
focali si tagliano ad angolo retto, nel medesimo quadrilatero , le tan- 
genti in uno dei punti comuni di- 
vidono armonicamente una delle dia- 
gonali del quadrilatero. 

Questo teorema ^ un caso del reciproco dell’ csemp. 1 art. 337 . 

Etemp. 5. Il luogo del punto Se da due punti B,D che di- 
d’ incontro di due tangenti ad an- Nidono armonicamente la distanza 
golo retto in una conica centrale «'> AC si conducono le tangenti ad una 
un cerchio. conica il luogo del ponto O d’ in- 

contro ò una conica che passa per 
A c C. 

L’ultimo teorema, per l’art. 119 , può enunciarsi anche cosi. Il 
luogo di un punto O tale che la sua cougiungentu col polo di AO passa 
per C , ò una conica che passa per A e C ». Può rendersi questo teo- 
rema direttamente evidente prendendo quattro posizioni della retta ; per 
r art. 339 il rapporto enarmonico delle quattro rette AO sarà uguale a 
quello delle quattro corrispondenti CO. 

Etemp. 6. Il luogo del ponto Se nell’ultimo esempio la AC 
d’ incontro delle tangenti ad una pa- è tangente la conica proposta , il 
rabola che si tagliano ad angolo ret- luogo di 0 sarà la congiungnte i 
lo è la direttrice. punti di contatto delle tangenti con- 

dotte da A e da C. 

Etemp. 7. Se da un punto di Se per un ponto di una conica 
una conica si conducono due rette si conduce un fascio armonico di 
ad angolo retto la corda che con- cui due raggi sono fìssi la congiuu- 
gionge le loro estremità passa per gente le estremità dei raggi varia- 
iin punto fisso [ art. tSS , et. 2 ). bili passerà per un punto fisso. 

In altri termini , dati due punti a,c di una conica , ed un rapporto 
armonico [abed) , bd passerà per un punto fisso , cioè per l’ intersezione 
delle tangenti in a e c. Questo teorema può anche dimostrarsi diretta- 
mente. Infatti; la retta ac incontri la in i ; e poiché [a-abed] è 

un fascio armonico la tangente in a taglia la bd nella quarta armonica 
al ponto k ; lo stesso avviene pure per la tangente in c , dunque que- 
ste tangenti incontrano la bd nello stesso punto. Ecco un caso partico- 
lare di questo teorema. « Se per un punto di una conica si conducono 
due rette che fanno angoli uguali con una retta data, la corda che con- 
siungc le loro estremità passerà per un ponto fisso ». 

376. Un sistema di coppie di rette rondone per un punto, cia- 
scuna delle quali coppie fa angoli uguali con una retta data , la- 
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gliatu) la retta posta a distanza infinita in un sistema di punti in 
involusione , dei quali i due punti posti a distanza infinita di un 
cerchio formano una coppia di punti coniugati. Poiché ò chiaro 
che queste rette tagliano una retta qualunque in un sistema di 
punti in involuzione , i cui fuochi sono i punti in cui la retta è 
tagliata dalla bisecante interna ed esterna di ogni coppia di rette. 
I due punti posti a distanza infinita appartengono pure al sistema 
poiché sono tagliati armonicamente dalle bisecanti anzidette. 

Le tangenti condotte da un Le tangenti condotte da un puu- 
punto ad nn sistema di coniche to ad un sistema di coniche inscrit- 
omofocali fanno angoli uguali con te nello stesso quadrilatero tagliano 
due rette fisse {art. 494). ogni sua diagonale in un sistema 

di punti in involuzione dei quali le 
due estremità di ciascuna diagonale 
costituiscono una coppia di punii 
coniugati {art. 336). 

377. Due rette condotte per un putito dato sotto un angolo co- 
stante , tagliano la congiungetUe i due punti all' infinito di un cer- 
chio, in guisa che il rapporto anarmonico dei quattro punti è co- 
stante. Infatti siano x=0 ,y = 0 le due rette che formano un an- 
golo 8 ; la direzione dei due punti di un cerchio posti a distanza 
infinita sarà data dall' equazione 

x*-hy* — 2xycos6 = 0 ; 


risolvendo questa eqiuzione in fattori si vede ( art. Sii ) che il rap- 
porto anarmonico di queste quattro rette sarà costante se I' angolo $ 
é costante. 


Etemp. 4. « L’ angolo inscritto nello stesso segmento di un cerchio 
é costante ». SI vede da questo articolo che questo teorema è la forma' 
che prende la proprietà armonica di quattro punti di un cerchio quando 
due di essi sono posti a distanza infinita. 


Etemp. 2. L’ inviluppo di una 
corda di una conica che sottende 
un angolo costante nel fiKKO è 
un’ altra conica che à lo stesso fuo- 
co c la stessa direttrice. 

Etemp. 3. li luogo del punto 
d' incontro delle tangenti alla para- 
Geom. Anal. 


Se le tangenti condotte da un 
punto O tagliano la conica in T c T' , 
c si prendono sulla conica due altri 
punti A, B talché (0,ATBT') sia co- 
stante r inviluppo di AB è mia conica 
tangente in T e T quella proposta. 

Se nell’ esemp. 6 dell’ art. S?.*) 
i punti B,D .sono tali che (ABCDJ 

io 
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boia die <>i tagliano sotto an angolo è costante, il luogo di O b una cd-^ 
dato è un' Iperbole che à lo stesso nka tangente la proposta nei punta 
fuoco e la stessa direttrice. di contatto delle tangenti condotte 

(la A e C. , 

Kteiiip. i. Se dal fuoco di una Se uua tangente variabile ad 
conica si conduce una retta che fa una conica taglia due tangenti fìsse 
un angolo dato con una tangente , in T e T' ed un' altra retta fìssa 
il luogo del punto in cui queste in M , c si prende su di essa un 
rette si fagliano sarà un cerchio. punto P , talché (PTMT') sia co- 
stante , il luogo di P è una conica 
che passa pel punti in cui le tan- 
genti fìsse tagliano la retta fìssa. ’ 
Ecco un caso particolare di questo teorema, c 11 luogo del punto 
in cui r intercetta di una tangente variabile tra dne tangenti fisse è ta- 
gliata in un dato rapporto è un’ iperbole i cui asintoti sono paralleli alle 
tangenti fisse ». 

Esemp. 5. Se per tin punto da- Dato il rapporto armonico di 
to O ai conduce ad un cerchio la un fascio di coi tre rette passano 
OP e r angolo TPO è costante lo per punti fissi ed il vertice si moove 
inviluppo di TP sarà una conica a- lungo una data conica che passa per 
venie il punto O per fnoco. due di quei punti , l’ inviluppo delia 

’ quarta retta del faacio sarà una co- 
nica tangente le congiungentideidue 
punti posti sulla conica data col terzo. 
Ecco un caso particolare di questo teorema. « Se due punti fissi A,B 
di una conica si conginngono con un punto variabile P , e I* intercetta 
delle rongiungenti sopra nna retta fissa è divisa in M in un dato rap- 
porto, r inviluppo di PM è una conica tangente le parallele alle rette 
fisse condotte dai punti A e B »t 

Estmp. fi. Se da un ponto dato Dato il r«q>porto auarmonico di 
O si conduce ad una retta data la un fascio di cui tre rette passano 
OP e r angolo TPO è costante lo per punti fisai ed il vertioe ai moo- 
invìloppo di TP sarà una parabola ve lungo uua retta data, l' inviluppo 
che à il punto O per fuocoi della quarta retta del fascio è una 

conica inacritta nei triangolo for- 
mato dai punti dati (*). 

(*) Il metodo delb proiezioni può essere adoperato nel dedurre delle 
proprietà di figure non piane da quelle delle figure piane , come le curve 
poste sulla superficie di una sfera. II signor Mnlcahy , sono pochi anni 
passati , à dato il seguente metodo per ottenere le proprietà deg^i an- 
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378. Ckiudoremu questo capitolo cou uu breve cenno delle 
proitsioni orlogonali , che prima della pubblicazione del trattalo 
del signor Poncelet era il solo metodo usato dai geometri. Se da 
tutti i punti di una Ogura si conducono le perpendicolari su di un 
piano , i piedi costituiranno una figura che si chiama la proiezione 
ortogonale della proposta. La proiezione ortogonale dunque di una 
figura è una se^ne retta di un cilindro che passa per la data figura. 

Tutte le rene pcarallele serbano un rapporto costante colle loro 
proiezioni orlogonali su di un piano. 

Poiché (fig. S) se MM' è la proiezione ortogonale di PQ a- 
vrettio chiaramente la proiezione MM' uguale a PQ moltiplicala pel 
coseno dell’ angolo ehe PQ fa con MM'. 

Tutte It rette parcdlele alla intersezione del piano delia figura col 
piano sul quale si proietta sono uguali alle loro proiezioni ortogonali. 

Perché siccome l' intersezione dei piani è la Stessa che la sua 
proiezione, anche le parallele a questa retta sarannq u^ali alle loro 
proiezioni. 

La superficie di una figura in un piano dato serba un rapporto 
costante alla sua proiezione ortogonale sopra un altro piano dato. 

Infatti, se supponiamo che le ordinate della figura e. quelle 
della proiezione sono perpendicolari alla comune intersezione dei 


goti sottesi nel fuoco da quelle dei cerchi miuori di una sfera. Il me- 
todo è fondato sul principio seguente ; il luogo dei vertici di talli i coni 
retti dai quali può tagliarsi una data ellisse i un' iperbole ehe passa pei 
fuochi dell’ ellisse. Perchè ( vedi la nota dell’ art. 367 ) la differenza di 
MO ed NO è costante ed ugnale afia differenza di MF' ed NF'. 

Ciò premesso , prendiafno una proprietà di un cerchio minore , 
p. e. se per un ponto P di nim sfera si fa passare nn ewehio massimo 
idte taglia il cerchio minore nei ponti A e B, il prodotto tang j AP. 
tangi BP sarà costante. Prendiamo ora nn cono che à per base il cer- 
chio minore e per vertice il centro deUa sfera , e tagliamo questo cono 
con nn piano , ne seguirà che se per un punto p nel piano di una co- 
nica si conduce una retta che U^ia la conica nei punti a e 6 il pro- 
dotto delle tangenti delle metà degli angoli che ap" e bp sottendono nel 
vertice del cono sarà costante : questa proprietà è vera pel vertice di ogni 
cono retto sol quale si può fare la sezione anzidella ; quindi , poiché il 
fuoco è un punto del luogo di questi vertici sarà anche vero che tang | efp. 
tang \ hfp c costante ( art. , et. 6 ). 
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piani , siccome ogni ordinata della proiezione sta a quella della fl- 
gtira primitiva nel costante rapporto del coseno dell’ angolo dei piani 
all' unità , si deduce ( ari. 554 cor. ) che le superficie delie due fi- 
gure sono tra loro nello stesso rapporto. 

Un' EUiise può etsere ortogonalmente proiettata in un cerchio. 
Poiché, se l'intersezione del piano di proiezione col piano 
dell' ellisse si suppone parallela all' asse minore , ed il coseno del- 

r angolo di questi piani uguale a ^ , ogni retta parallela all' asse 

minore sarà uguale alla sua proiezione , ed ogni retta parallela al- 
r asse maggiore sarà diminuita nel rapporto di b ad a : quindi la 
proiezione sarà un cerchio che à per raggio b {art. 466). 

379. Applichiamo i principi! precedenti a trovare V espressione 
del raggio del cerchio circoscritto ad un triangolo inscritto in una 
conica , che abbiamo proposto nell' esemp. 6 dell' art. 236 (*). 

Siano a,|3,Y i tre Iati del triangolo ed A la superficie, avremo 
per la geometria elementare 

4A’ 

Ora proiettiamo l' ellisse in un cerchio il cui raggio sia b ; sic- 
come questo cerchio sarà circoscritto al triangolo proiettato, avremo 

e poiché le rette parallele serbano un rapporto costante alle loro 
proiezioni , sarà 

a';a = 6:6'. 

|3';|3 = 6;6". 

•fi :y = b : b'" : 

c di più la superficie A', sta alla superficie A come quella del cer- 
chio rrà* a quella dell' ellisse itoà, cioè come 6 ad a ; avremo perciò 

donde 

„ bW 


^ = ab* :b'bi'b'"’. 


ab 


{') Questa dimostrazione del teorema di Cullagli è dovuta al signor 
Graves. 
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NOTE 


TEOREMA DI PASCAL. ART. 268, 269. 

Il Signor Steiner è stato il primo che {Annali di Gergonne) à richia- 
mato r attenzione dei geometri sulla figura completa che si ottiene congiun- 
gendo in tutti i modi possibili sei ponti di una conica. I teoremi del Signor 
Steiner sono stati corretti ed estesi (bl Signor PKicker ( Giornale di Creile 
voi. V. p. 274); e lo stesso argomento è stato recentemente trattato dai 
Signori Cayle; e Kirkman, l’ultimo dei quali à aggiunto molti nuovi teo- 
remi a quelli già conosciuti. Daremo in questa nota nn breve cenno dei 
più importanti teoremi su tale argomento e del metodo per otténerli. La 
maggior parte si deducono dai principii della teoria delle combinazioni e dai 
seguenti teorèmi elementari coi loro reciproci : < Se due triangoli sono tal- 
mente disposti che le congiungenti i vertici corrispondenti s' incontrano in un 
punto (che chiameremo polo dei due triangoli) i punti d'incontro dei lati 
corrispondenti staranno in linea rotta (che diremo atte éer duer^angoii) ». 
■ Se i punti d’incontro dei lati opposti di tre triangoli considerati due a 
due sono gli stessi ed in linea retta , i poli , del primo e secondo , secondo 
e terzo , primo e teno staranno in linea retta » . 

Siano ora a ,b ,c , d ,e , f sei punti di una conica , che chiameremo 
ì punti P. Questi punti possono congiungersì con quindici rette differenti 
che diremo le rette C. Ciascuna delle rette C , per es. ai b tagliata dalle 
altre quattordici , cioi da quattro nel punto a da altre quattro nel punto 6 e 
dalle sei rimanenti in punti differenti dai punti P. Chiameremo questi punti p. 
I puati p sono quarantacinque; poiché ciascuna delle rette C ne produce 
sei; quindi il numero lutale si ottiene moltiplicando il numero delle rette C 
per 6 ; e siccome due rette C passano per lo stesso punto bisognerà dividere, 
per 2 r anzidetto prodotto. 

Se si prendono i lati dell' esagono nell’ ordine abedef si à il teorema 
di Pascal , cioè che i tre punti p , {ab , de) {ed , fa) {bc ,ef) sono in linea 
retta. Chiameremo questa retta la Pascal abedef e la dinoteremo Pa- 

I 'de '^ bi I ’ esprime chiaramente i tre punti pei quali pas- 

sa la Pascal. Per ciascun punto p possono condursi quattro Pascal. Così 
per (ab, de) possono condursi abedef , abfdec , abeeilf , abfedr. Quimli per 

Gem. Anal. 40* 
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avere il numero telale delle Pascal bisogna moltiplicare il numero dei 
punti p per 4 e dividere il prodotto per 3, perchè vi sono tre punti p 
sopra ciascuna Pascal. Il numero totale dunque delle rette di Pascal è 60. 
Lo stesso si può anche dimostrare esaminando il numero delle diverse di- 
sposizioni delle lettere abedef. 

Consideriamo ora i tre triangoli i cui lati sono 

ab , cd , ef (1) J 

de , fa , he (2) 
cf ,be , ad. (3) 

I punti d' incontro dei lati corrispondenti dei triangoli i e 2 sono sulla 
medesima Pascal; quindi le congiungenti i vertici corrispondenti si tagliano 
in un punto; e queste congiungenti sono le tre Pascal 

( ab-di'Cf \ ( cd-fa-be ) ( ef-bc-ad i 

( cd-fa-be f ’ ( ef-bc.ad ) ’ ( ab-de-cf j’ 

É questo il teorema di Steiner dell' art. 209. Chiameremo questo 
punto 9 c lo dinoteremo con 

(' ab-de-cf ' 

' cd-fa-be | 

\ cf-bc-ad ; 

questa notazione dimostra chiaranunle che sopra ciascuna retta di Pascal vi 

è un solo punto g , perchè data la Pascal ( td-fa-bi i P®' 

basta scrivere sotto ciascuna colonna verticale il termine contenente le altre 
due lettere che non si trovano nella colonna. 

E siccome tre Pascal si tagliano in un punto g , il numero dei punti g 
sarà 20. Se prendiamo i triangoli 2 , 3 ed 1 , 3 le congiungenli i vertici 
corrispondenti sono le stesse in lutti e due i casi ; quindi pel reciproco del 
secondo teorema che abbiamo premesso, i tre assi dei tre triangoli si tagliano 

f ab-cd-ef \ 

ili un punto. E chiaro che questo punto è il punto g j de-fa-bc > che 

\ ef-be-ab ) 

londuce al noto teorema. 

Consideriamo ora i triangoli 


ab 

ed 


(1) 

ab-ce-df ) 
dc-bf-ttc j ’ 

cd-bf-ae ) 
af-ce-bd j ’ 

efbd-ac 

bc-ae-df 

1 (i) 

ah ce df ) 

ed bf- ac ) 

rf-bd-ac i 

(li) 

cf-bd-ae j ’ 

heac-df ) ’ 

adee bf ] 


1 punii d' incontro dei lati corrispondenti di 1 c 4 stanno sulla stessa Pa- 
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stai ; quindi le congiunj^nti i vertici corrispondenti si tagliano in un punto ; 
e le congiungenti sono le tre Pascal 


ab-ce-df \ cd-bf.ae ì ef-ae-bd t 
cd-bf-ae ) ’ ef-ac-bd ] ’ ab.df-ce ) 


Chiameremo questo punto h e potremo dinotarlo con 


ab-ee-df \ 
cd-bf-ae | 
ef ac'bd ) 


Questa notazione differisce da quella dei punti g perchè una soia delle colonne 
verticali contiene tutte le sei lettere. In ogni Pascal vi sono tre punti h, 
i quali sono 


ab-cd-ef \ . 
de-af-bc ) ’ 


ab-ed-ef \ 
de-af-bc [ , 
tf-bd-ae ; 


ab-cd-ef \ ab-cd-ef \ 

de.af-bc I , de-af-bc | , 

ae-be-df ) bf-ce-ad ) 


in cui la linea orizzontale dinota la colonna verticale completa. Si ottiene cosi 
una maggior generalità del teorema di Steiner dovuta al Signor Kirkman. • Le 
Pascal s’intersecano tre a tre non solo nei venti punti g di Steiner, ma 
anche nei sessanta punti A >. La dimostrazione che abbiamo data nell' art. 2C9 
si applica similmente al teorema di Kirkman ed a quello di Steiner. 

Parimente se consideriamo i triangoli 1 e 5 le congrangenti i vertici 
sono le stesse che quelle dei triangoli 1 e 4; quindi i lati corrispondenti 
si tagliano sopra una linea retta, come sopra una Pascal. Similmente i lati 
corrispondenti di 4 e 5 si tagliano sopra una retta ; e queste intersezioni 
sono i tre punti h . 

db-ce-df \ ae-cd-bf \ ac.bd-ef \ 

de-bf-ac I , bd-af-ee ! , df-ae-bc |. 

cf-ae-bd ) ae-be-df ) ce-bf-ad ) 

Inoltre l'asse dei triangoli 4 e 5 deve passare per l'intersezione degli assi 

ab-cd-ef \ 

di 1 , 4 ed 1, 5 cioè pel punto g de-af-bc | . 

cf-be-ad ) 

Questo punto g si ottiene prendendo le tre colonne complete dei tre 
punti h. Da ciò si deduce il teorema. « Le rette % ciascuna delle quali 
passa per un punto g, e per tre punti b tono venti •. L'esistenza di 
queste rette è stata notata direttamente dal Signor Cayley, e da me. La 
dimostrazione data è di Cayley. 

Prendiamo ora tre Pascal che si tagliano in un punto li. 1’. e. 


ab-ce df ) 

de bf ac ) 

cf. ae . bd i 

de bf- ac j 

’ tf ae bd ) 

’ ab . df. ce ) 
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Prendendo sopra ctaseuna un punto p possiamo formare un triangolo i 
cui vertici siano {df , ae) , (bf , ae) , (bd , ee): i Iati saranno perciò 


ac.bf.de i 
df.te.cb ) ’ 


\ be-ei-af\ 

be.cd.af \ 

be.cd.af \ 

1 , cf-ae bd I 

, df. ab.ee > 

, cf.ab.de 1 

) àd-bf-ce ) 

ac.ef.bd ) 

ad.ef.be ) 


bf.ae.ad i bd-ac.ef i 

ae.bd.ef j ’ ee.df.cA )’ 

Possiamo prendere di piò sopra ciascuna nn punto h, scrivendo sotto 
ciascuna delle Pascal af.cd.be, e formare ced nn triangolo i cui Iati saranno, 
ac-bf-de ) cf.ae.bd i df-ab-ce i 

be-ed-af j ’ be.cd.af | ’ be-cd-af j ’ 

e le intersezioni dei lati corrispondenti di questi triangoli , che debbono essere 
in linea retta sanumo i tre punti g 
be.cd.af ' 

I ae.bf.de 

df.ae.be . 

Abbiamo aggiunto un quarto punto g che la simmetria della notazione 
dimostra dover essere sulla retta medesima , per comprendere tutti i punti g 
nella cui notazione possono entrare be.cd.af. E siccome possono formarsi 
quindici diversi prodotti della forma be.cd.af, cosi si deduce il teorema di 
Steiner. I punti g sono quattro a quattro sopra quindici rette /. 

I limiti che ci siamo imposti non ci permettono che di riportare gli 
enunciati di pochi teoremi (principalmente del Signor Kirkman) persuasi 
che gli esempi! precedenti sono sufficienti a dichiarare come possano dimo- 
strarsi. e come continuando lo studio della figura possano ottenersi altri 
teoremi. Le venti rette x passano quattro a quattro per quindici punti y. 
Le quattro rette x che nell’ ultima notazione precedente ànno una colonna 
verticale comune passano per Io stesso punto. Vi sono sessanta rette t 
ciascuna delle quali passa per un punto p e due punti h. E di più le 
rette I passano tre a Ire per sessanta punti i, tre dei quali sono sopra 
ciascuna delle rette x. Il Signor Kirhnan chiama punti m le intersezioni 
di due Pascal corrispondenti agli esagoni che ènno quattro lati comuni , es- 
sendo le stesse per tutte e due le coppie di lati non opposti; p. e. td>cdef 
abcfed: e punti r quelli corrispendenti agli esagoni che ànno tre lati co- 
muni due de' quali sono contigui, ps e. obcdef, abcefd. I navanta punti m 
sono posti tre a tre sopra sessanta rette 31. — Vi sono sessanta rette R 
ciascuna eontenente sei punti f ed uno dei sei punti P che passano tre 
a tre per venti punti q. (Veg* Gambritlgc e Dublino Gior. Mat. voi. V. 
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ART. 206 

Il metodo del Professore Boote (art. 161) può applicarsi a cercare la 
relazione tra i coefficienti delle equazioni di due coniche , che resta costante 
quando da un sistema di coordinate trìlineari si passa ad un altro. la£RU 
se esprimiamo la condizione che AS + S'=0 rappresenti due retto, è 
chiaro che il valore di k determinato dal porre questa condizione uguale a 
zero dovrà essere lo stesso qualunque sia il sistema delie coordinate con 
cui si esprime la S. Dunque il rapporto tra due coefficienti qualunque del- 
l’equazione cubica in k (art. 296) resterà costante quando si passa da un 
sistema di coordinate trilineari ad un altro. Possiamo cosi dimostrare facil- 
mente molti teoremi. P. e. chiamando se stesso-coniugato un triangolo i cui 
lati sono le polari dei vertici opposti relativamente ad una conica, vogliasi 
dimostrare che i vertici di due triangoli se stessi-coniugati sono situati su 
di una conica (vegg. esemp. 2 art. 233). Siano x ,y ,z i lati del primo 
triangolo , ed u , v , u; quelli del secondo ; supponendo che queste quantità 
contengano implicitamente delle costanti, l'equazione della conica può avere 
una delle forme (art. 281) ovvero tt*-j-o*-l-io*= 0. 

L'equazione di un’altra conica espressa in funzione dei lati del primo trian- 
golo sia 

A'y* + ÌByi-i-ì B 'zx -H- 36"xy=i} : 

ed in funzione dei lati del secondo sia 

au*-|- a' '»•-)- 2fr»tti -t- ìb'u/u -f- ìb"uv =0 ; 

avremo cosi 

Ax*-t-ecc.. .-h*(a:*-f-V*-l-a*) = au*-j-ecc. . j. 

Formando la variante di ciascun membro di questa equazione , ed egua- 
gliando i coefficienti corrispondenti di à, si à 

A-|- A'-t- A"=o-}-o'-|-o" , 

( A A'— B”* ) H- ( A'A"— B* )4- ( A"A - B'« ) = ( oo'-ò"* ) -^( o'o»_fr« ) 

“l“(ao^^— 6 ^*). 

Or se descriviamo una conica che passi pei vertici del primo trian- 
golo, e per due del secondo le quantità A , A', A" , o , o' saranno nulle u 
perciò sarà pure o''=0. Similmente se descriviamo una conica tangente i 
lati del primo triangolo e due del secondo le quantità A A' — B"*, A'A"— 
B*, k'iA. — B’», aa'—b"*, a'a"-—b* saranno nulle e perciò sarà pure 
a"a—b'*=^0 , cioè i sei lati dei due triangoli saranno tangenti la mede- 
sima conica. Nello stesso modo si dimostra che se due triangoli sono in- 
scritti nella stessa conica i lati saranno tangenti una conica c viceversa. 
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SUL PROBLEMA DI DESCRIVERE UNA CONICA CON DATE CONDIZIONI 

Abbiamo veduto ( art. 128 ) che ciniiue condiziooi detemunano una co* 
tka , passiamo dunque in generale descrivere una conica quando sono dati m 
punti ed n tangenti, purché sia rn+Asb. Crediamo necessario di trattare 
separatamente i casi in cui ciascuno de' punti dati si suppone a distanza in- 
lìnita, pei quali è necessario di modificare convenienteaente la costruzione 
del caso generale. Cosi quando è data «na parallela ad un atiiUoto ciò 
equivale una condizione, perché è dato un punto della curva, cioè un 
punto pesto a distanza infinita sulla retta data. Se p. e. si vuol descrivere 
una conica dati quattro punti ed una parallela ed un asintoto il solo cangia- 
mento che bisogna fare nella costruzione dell’ art. 338 esemp. 10 è di sup- 
porre il punto E a distanza infinita , e perciò le DE , ME parallele alla 
retta data. 

Quando è dato u» asintoto ciò equivale a due condizioni, perché é 
data una tangente ed il punto di contatto, cioè il punto posto, a distanza 
infinita sul dato asintoto. Quando si vuole che la conica sia wsa parabola 
ciò equivale a due condizioni , perchè sono dati due punti della curva posti 
a distanza infinita. Quando è dato un fuoco si ànno due condizioni , perchè 
sono date duo tangenti alla curva {art. 282): poasiiino altrimenti vedere 
che il fuoco e tre altre condizioni determinano la conica; infatti prendendo 
il fuoco per origine e reciprocando la quìstione, il problema si riduce a 
descrivere un cerchio date tre condizioni; e la soluzione di questo problema 
ottenuta colla geometria elementare può anche reciprocarsi per la 'conica. 
Quando é dato il polo di una retta data, relativamente alla conica si 
ànno due condizioni , poiché bastano altre tre condizioni perchè la conica 
sia determinata. Infatti (fig. 47) supponendo che P è il polo di R'R" e 
che T sia un punto della curva, il punto T' quarta armonica sarà pure 
im punto della curva; ovvero so OT è uga tangente OT' sarà pure tan- 
gente ; quindi se oltre la retta ed il polo sono dati tre punti o tangenti 
possiamo trovarne tre altri e cosi determiiarc la curva. Cosi quando è dato 
il centro {pido di una reflà pasU a distanza infinita) si ànno due condi- 
zioni. Sinùlmente può dimostrarsi che quando è dato un punto della po- 
lare di un punto dato si à ona sola condizione. P. e. se si vuole che 
la cornea sia un'iperbole equilatera ciò equivale alla condizione che i due 
punti forti A distanza infinita di un cerdiio siano ciascuno sulla polare del- 
r altro relativameate alla curva. 

Dati cinque fmoti— Abbiamo veduto (art. 338 es. 12) coma» rtO' 
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•liame la soia riga , si possano determinare quanti punti si vogliano. Pos> 
siamo anche trovare la polare di uno qualunque dei punti dati relativamente 
alla curva, poiché per mezzo dello stesso esempio possiamo eseguire la 
costruzione data nell'tart. 149 esemp. 2. Si può anche costruire il polo di 
una retta e quindi il centro. 

Cinque tangenti — Possiamo reciprocare la costruzione dell' art. 338 
esemp. 12 ; ovvero ridurre questa quistione alla precedente mediante l’art. 266. 

Quattro punti ed una tangente. Noi abbiamo dato già un metodo per 
risolvere questa quistione art: 337. Poiché il problema ammette due sedu- 
zioni, dobbiamo aspettarci naturalmente una costruzione colla riga. Possiamo 
quindi applicare il teorema di Camot art: 314 

Ac . Ac' . Bo . Bo' . C6 . C6'= Ai . Aò' . Bc . Be' . Co . Co' . 

Siano a , a' ,b ,b' i quattro punti , e sia AB la tangente , i punti e , c' 
coincideranno , e 1' equazione precedente determina il rapporto Ac* : Bc* , 
essendo tutto conosciuto. Questa quistione può essere ridotta a quelle che . 
seguono ; perciocché dati quattro punti , art: 318 , vi sono tre punti di 
cui sono date le polari ; quindi avendo una tangente , possiamo trovare im- 
mediatamente tre altre tangenti , e cosi avere quattro punti , c quattro 
tangenti. 

Quattro tangenti ed un punto. Questo problema si riduce al precedente 
col metodo ora descritto; poiché dato , quattro tangeuti, vi sono tre punti 
di cui sono date le polari., 

Tre punti e due tangenti — É un caso particolare deH'art. 337 che 
i due punti in cui una retta taglia una conica, e quelli in cui taglia la 
corda di contatto è uno dei fuochi. Quindi se la congiungente i due 
punti a ,b è tagliata dalle due tangenti nei punti A , B la corda di con- 
tatto di queste tangenti passa per l'uno o l’altro dei punti fìssi P , F' fuochi 
del sistema (a,i,A,B). Similmente la corda dì contatto deve passare per 
l'uno 0 l’altro dei punti fìssi G , G' della congiungente i punti a, e; la 
corda dunque deve essere l’una o l’altra delle quattro rette FG , FG' , 
F'G ,F'G'; ed il problema ammette quattro soluzioni. ' • 

Due punti e tre tangenti — Il triangolo formato dalle tre corde di 
contatto a’ vertici sopra ciascuna delle tangenti date , e pel problema pre- 
cedente i suoi lati passeranno ciascuno per un punto fìsso posto sulla con- 
giungente i pimti dati. Questo triangolo dunque può essere costruito. 

Quando sono dati due punti o due tangenti ad una conica può riguar- 
darsi come un caso particolare della condizione che la conica abbia un con- 
tatto doppio con una conica data. Pel problema di descrivere una conica 
che abbia un contatto doppio con una conica data e che tocchi tre rette , o 
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passi per tre punti dati, si vegga l’art. 338, es. 10. Che abbia un con-- 
talto doppio con due coniche date e passi per un punto o tocchi una retta 
data l'art. 286. Che abbia un doppio contatto con una conica data e tocchi 
tre altre coniche date ved. l’art. 307. 

Nell' art. 298 abbiamo parlato del problema di • descrivere una conica 
che passi per quattro punti c tocchi una conica data •. Sia S-^-kS'=0 
la conica cercata tangente la S". La polare del punto di contatto relativa- 
mente ad S" sarà la tangente in questo punto e la sua polare relativamente 
alla conica S+kS': quindi passerà pel punto d'incontro delle polari rela- 
tive ad S ed S'. Vogliasi ora il luogo dei punti le cui polari fclative 
ad S , S' , S" si tagliano in un punto. Se » ,P ,r sono coordinate varia- 
bili , basterà eliminare queste Ira le equazioni delle tre polari 


- dS' , ^dS' , dS' - dS 


dx 


<Ì9 


dx ' 


dx 




il che dà 

dSidS’ dS" dS' dS"\ dS/dS' dS" dS' dS' ^'Wn 

dx\dg dx dx' dy }' dy\dx ‘ dx dx' dx)'^dx\dx' dy dy'dxl ’ 

che è una curva di terzo grado le cui intersezioni con S" daranno le 
sei soluzioni del problema. « 

Se le coniche S , S' , S" passano tutte e tre per due punti A , B il 
luogo si riduce ad una retta ed una conica, perchè la congiungente i punti 
sarà un fattore nell’equazione del luogo, dovendo la polare di un punto 
qualunque C di questa retta passare per D quarta armonica in ordine 
ad A , B , C. Se S , S' , S" rappresentano cerchi il luogo sarà un cerchio 
normale ai cerchi dati. 

Il luogo sarà pure una retta ed una conica se una delle espressioni S' è 
un quadrato esatto L*; pcrchèrin questo caso L sarà un fattore nell'equa- 
zione del luogo. Si sa dunque descrivere una conica tangente una conica 
data S in due punti dati ( S , L ) , e che tocchi la conica S" ; poiché le 
intersezioni del luogo con S" determinano i punti di contatto delle coniche 
della forma S-f-L* colla conica S". 


FINE. 


B08887 
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